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概要

強磁性体は低温においては原子の持つ磁気モーメントが相互作用によって、ある１つの方向にそろう (秩序

相)。このときこの物質は磁化を持ち磁石となる。温度を上げていくとある温度 (Curie点)で相転移を起こし、

原子の持つ磁気モーメントはそれぞれランダムな方向を向くため磁化は消失し (無秩序相)、磁石ではなくな

る。これより、強磁性体は秩序相から無秩序相への転移が起こる物質である。この性質を最も簡単に示すモデ

ルが Isingモデルである。Isingモデルでは格子状に配列した粒子を考え、その粒子がスピンを持っていると

しスピンは上向き、下向きのどちらかの２つの状態をとる。このとき、最近接スピン間には相互作用が働いて

いて相互作用によるエネルギーはスピンが同じ向きのとき −J
2、逆向きのとき

J
2 とする。この簡略化された

モデルは強磁性体と同様の秩序 −無秩序転移を起こすことで知られる。
この Isingモデルは１次元、２次元 (外場なし)の場合は厳密に解くことができるが、３次元および外場が存

在する２次元モデルは解くことができない。また、１次元の場合は非常に簡単に解くことができるが、２次元

の場合は面倒である。本論文では無限系の２次元 Isingモデルを厳密に解くことを議論する。

２次元 Isingモデルの厳密解の解法の歴史は、

1944 Onsager Lie代数を用いる方法

1949 Kaufman スピノルを用いる方法

1950 Nambu 〃

1952 Kac , Ward 組み合わせの方法

1955 Potts , Ward 〃

1964 Schultz , Mattis , Lieb 第 2量子化の方法

である。このどの解法でも同じ結果を与える。ここでは第２量子化の方法、組み合わせの方法の２通りを用い

て、Helmholtz の自由エネルギー、内部エネルギー、比熱、相関関数、自発磁化の表式を求めた。これによ

り、２次元 Isingモデルでは実際に秩序 −無秩序転移が起こりその相転移は２次相転移であることを確認する
ことができた。また、臨界指数についても評価した。
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1 はじめに

２次元 Isingモデルとは 1/2のスピンが図 1のように N 行M 列の正方格子上に並んでおり、相互作用は

最近接スピン間の交換相互作用および磁場との Zeemann相互作用のみを考えたモデルである。このモデルの

ハミルトニアンHは、

H(σ1,1, · · · , σN,M ) = −h
∑

σn,m − J1

2

∑
σn,mσn+1,m − J2

2

∑
σn,mσn,m+1 (1.1)

と書ける。ここで、相互作用は縦方向と横方向の最近接スピン間では異なるとし、縦方向、横方向の相互作用

の強さをそれぞれ J1、J2 とおく。Bohr磁子は 1とする。これは強磁性体的モデルである。また、σn,m は第

n行m列のスピン変数であり、±1の値をとる。これより、分配関数は、

Z =
∑

σ11=±1

· · ·
∑

σNM=±1

exp
(

βJ1

2

∑
σn,mσn+1,m

)
exp

(
βJ2

2

∑
σn,mσn,m+1 + βh

∑
σn,m

)
=

∑
σ11=±1

· · ·
∑

σNM=±1

exp
(
K1

∑
σn,mσn+1,m

)
exp

(
K2

∑
σn,mσn,m+1 + H

∑
σn,m

)
(1.2)

となる。ただし、

K1 ≡ βJ1

2
K2 ≡ βJ2

2
H ≡ βh (1.3)

とおいた。また、これ以降用いる表記として、

z1 ≡ tanhK1 (1.4)

z2 ≡ tanhK2 (1.5)

を定義する。

境界条件としては、以下の場合が考えられる。

1) 境界が自由端となっている場合は n、mの和は 1 ∼ N − 1、1 ∼ M − 1をとればよい。

2) 格子がトーラス状となっている場合は、境界において、

σn,M+1 = σn,1 (1.6)

σN+1,m = σ1,m (1.7)

となり、n、mの和は 1 ∼ N、1 ∼ M をとる。

磁場が０の場合 (h = 0) のこのモデルの厳密解は L.Onsager [1] によって Lie 代数を用いて初めて解かれ

た。その後様々な解法が開発されたが、磁場がかかっている２次元 Isingモデルの厳密解は現在までに得られ

ていない。また、自発磁化は C.N.Yang [2]により求められた。本論文では Lie代数を用いずに第２量子化を

用いる方法および、dimer統計を用いる方法で厳密解を求め物理量の性質を議論する。

本論文の構成を述べる。第 2章では１次元 Isingモデルの厳密解を求め、物理量の温度依存性を評価する。

第 3章では第２量子化を用いた方法により２次元 Isingモデルの Helmholtzの自由エネルギーを求める。第

4 章では dimer 統計を用いた方法により２次元 Ising モデルの Helmholtz の自由エネルギーを求める。第 5
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章では求められた Helmholtzの自由エネルギーを用い内部エネルギー、比熱を求め、温度依存性を評価する。

また、転移温度の評価も行う。第 6章では横方向のスピン間の相関関数を求め、温度依存性を評価する。第 7

章では自発磁化を求め、温度依存性を評価する。最後に、第 8章では本論文のまとめと今後の展望について述

べる。
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図 1 2次元 Isingモデルの格子
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2 1次元 Isingモデル

２次元 Isingモデルを考える前に、ここでは１次元 Isingモデルについて議論する。ここで構成される転送

行列は２次元 Isingモデルにも応用できる。まず、2.1節では転送行列の考え方を導入し、転送行列を用いて

分配関数を表す。次に、2.2節では磁場が０である場合の物理量である Helmholtzの自由エネルギー、内部エ

ネルギー、比熱の表式を求める。また、磁場が０である場合の物理量の温度依存性を評価し、１次元 Isingモ

デルでは相転移が起こらないことを示す。最後に、2.3節では磁場が０である場合の相関関数および、スピン

間の相関距離を求め、長距離秩序が生じないことを示す。

2.1 １次元 Isingモデルの転送行列の構成

N 個のスピンによる１次元 Isingモデルについて考える。境界条件は、

σN+1 = σ1 (2.1.1)

と環状のものを考える。このハミルトニアンは (1.1)においてK2 = 0としたものであるから、分配関数は、

Z =
∑

σ1,··· ,σN

exp

(
K1

∑
n

σnσn+1

)
exp

(
H

∑
n

σn

)
(2.1.2)

となる。和の取り方を変更すると、

Z =
∑

σ1,··· ,σN ,σ′
1,··· ,σ′

N

[exp(K1σ
′
1σ2)][exp(Hσ2)δσ2σ′

2
] · · · [exp(K1σ

′
Nσ1)][exp(Hσ1)δσ1σ′

1
] (2.1.3)

となる。このとき、

〈σi|V1|σj〉 = exp(K1σiσj) ≡ (V1)σiσj (2.1.4)

〈σi|V1|σj〉 = exp(Hσi)δσiσj ≡ (V2)σiσj (2.1.5)

とおく。これより、行列 V1、V2 は、

V1 =

( σj = +1 σj = −1

σi = +1 eK1 e−K1

σi = −1 e−K1 eK1

)
(2.1.6)

V2 =

( σj = +1 σj = −1

σi = +1 eH 0
σi = −1 0 e−H

)
(2.1.7)

となる。この行列 V1、V2 を用いると、分配関数は、

Z = tr(V1V2)N (2.1.8)

= tr
(
V

1
2

2 V1V
1
2

2

)N

≡ trV (2.1.9)

と書ける。この V を転送行列 (transfer matrix)という。ここで、V1、V2 は対称行列なので、

tV = t
(
V2

1
2 V1V2

1
2

)
=

(
V2

1
2 V1V2

1
2

)
= V (2.1.10)
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となり V も対称行列となっている。

また、V、V1、V2 はすべて 2× 2の行列であるから、これらはパウリの行列を用いて表すことができる。パ

ウリの行列を (σx, σy, σz)とすると、V1、V2 は、

V1 = IeK1 + σxe−K1 = eK1
(
I + σxe−2K1

)
(2.1.11)

V2 = I cosh H + σz sinhH (2.1.12)

となる。ただし、I は 2× 2の単位行列である。ここで、任意の a、σi (i = x, y, z)に対し一般に付録 Aより、

exp
[
aσi

]
= I cosh a + σi sinh a (2.1.13)

が成立する。よって、この関係を用いれば V2 は、

V2 = exp (Hσz) (2.1.14)

となる。また、V1 を簡単化するため、

tanhK∗
1 ≡ e−2K1 (2.1.15)

tanhK1 = e−2K∗
1 (2.1.16)

とおくと、

V1 = (tanhK∗
1 )−

1
2 (I + σx tanhK∗

1 )

= (sinh K∗
1 cosh K∗

1 )−
1
2 (I cosh K∗

1 + σx sinhK∗
1 )

=
(

1
2

sinh 2K∗
1

)− 1
2

exp (K∗
1σx)

= (2 sinh 2K1)
1
2 exp (K∗

1σx) (2.1.17)

と書ける。ただし、sinh 2K1 sinh 2K∗
1 = 1となることを用いた。

したがって、１次元の場合の転送行列 V = V2
1
2 V1V2

1
2 を形成する V1、V2 は、

V1 = (2 sinh 2K1)
1
2 exp (K∗

1σx) (2.1.18)

V2 = exp (Hσz) (2.1.19)

とも書くことができる。

2.2 Helmholtzの自由エネルギー、内部エネルギー、比熱

行列 V の固有値が λ+、λ− であり、λ+ > λ− が成立している場合、分配関数は、

Z = tr
(

λ+ 0
0 λ−

)N

= λN
+ + λN

−

= λN
+

{
1 +

(
λ−

λ+

)N
}

(2.2.1)

となる。λ−/λ+ < 1であるから N → ∞の極限では、

Z = λN
+ (2.2.2)
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となる。ここで、行列 V は (2.1.6)、(2.1.7)の表式を用いると、

V =
(

eK1+H e−K1

e−K1 eK1−H

)
(2.2.3)

となるから、V の固有値 λを求めると、∣∣∣∣eK1+H − λ e−K1

e−K1 eK1−H − λ

∣∣∣∣ = 0

λ = eK1 cosh H ±
√

e2K1 cosh2 H − 2 sinh 2K1 (2.2.4)

となる。よって、大きい方の固有値 λ+ は、

λ+ = eK1 cosh H +
√

e2K1 cosh2 H − 2 sinh 2K1 (2.2.5)

となるため、分配関数は、

Z = eK1 cosh H +
√

e2K1 cosh2 H − 2 sinh 2K1 (2.2.6)

となる。また、１スピンあたりの Helmholtzの自由エネルギーは、

F = −kBT lnλ+ (2.2.7)

となるから、

F = −kBT ln
[
eK1 cosh H +

√
e2K1 cosh2 H − 2 sinh 2K1

]
(2.2.8)

となる。

これ以降、磁場が０の場合 (H = 0)について考える。このとき、１スピンあたりの Helmholtzの自由エネ

ルギーは、

F = −kBT ln (2 coshK1) (2.2.9)

となる。また、１スピンあたりの内部エネルギーは、

U = − ∂

∂β
lnZ

= −J1

2
tanhK1 (2.2.10)

となる。最後に、１スピンあたりの比熱は、

C =
∂U

∂T

=
J2

1

4kBT 2 cosh2 K1

(2.2.11)

となる。

磁場のない場合の自由エネルギー F、内部エネルギー U、比熱 C の温度依存性はそれぞれ図 2、図 3、図 4

となる。図より内部エネルギー U、比熱 C は有限温度では常に有限であり、また連続である。すなわち自由

エネルギーの１階微分および２階微分に特異性は生じず、１次元 Isingモデルでは相転移は起こらないことが

分かる。
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図 2 自由エネルギー F の温度依存性
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図 3 内部エネルギー U の温度依存性
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図 4 比熱 C の温度依存性

2.3 磁場が０の場合の相関関数

i番目の格子点のスピンと j 番目の格子点のスピンの間の相関関数 〈σiσj〉は、

〈σiσj〉 =
1
Z

∑
σ1,··· ,σN

σiσj exp

(
K1

∑
n

σnσn+1

)
(2.3.1)

で与えられる。一般に相関関数は i、j に独立には依存せず、距離にのみ依存するので |i − j|に依存する。そ
のため、これ以降議論を j > i の場合に限ったとしても、j < i の場合にも同様の相関関数となる。よって、

9



j > iの場合を考えることとする。すると、〈σiσj〉は、

〈σiσj〉 =
1
Z

∑
σ1,··· ,σN

i−1∏
n=1

exp (K1σnσn+1) σi

j−1∏
n=i

exp (K1σnσn+1)σj

N∏
n=j

exp (K1σnσn+1)

=
1
Z

∑
σ1,··· ,σN

{
i−1∏
n=1

(V1)σnσn+1

}
σi

{
j−1∏
n=i

(V1)σnσn+1

}
σj


N∏

n=j

(V1)σnσn+1


=

1
Z

∑
σ1,··· ,σN

{
i−2∏
n=1

(V1)σnσn+1

}{
(V1)σi−1σi

σi (V1)σiσi+1

}

×

{
j−2∏

n=i−1

(V1)σnσn+1

}{
(V1)σj−1σj

σj (V1)σjσj+1

} 
N∏

n=j−1

(V1)σnσn+1


=

1
Z

trV i−2
1 (V1σ

zV1)V
j−i−2
1 (V1σ

zV1)V
N−j
1

=
1
Z

trV i−1
1 σzV j−i

1 σzV N−j+1
1 (2.3.2)

となる。ただし、σz はパウリの行列の z 成分である。ここで、H = 0(h = 0)のとき、V1 の固有値は、

λ± = eK1 ± e−K1 (2.3.3)

となる。V1 を対角化する直行行列 U は、

U =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
(2.3.4)

U−1 =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
(2.3.5)

となる。V1 を対格化した行列を Ṽ1 とおくと、

Ṽ1 =
(

λ+ 0
0 λ−

)
(2.3.6)

となり、

U−1V1U = Ṽ1 (2.3.7)

V1 = UṼ1U
−1 (2.3.8)

となる。これより、

〈σiσj〉 =
1
Z

tr(UṼ1U
−1)i−1σz(UṼ1U

−1)j−iσz(UṼ1U
−1)N−j+1

=
1
Z

trUṼ i−1
1 U−1σzUṼ j−i

1 U−1σzUṼ N−j+1
1 U−1 (2.3.9)

となる。ここで、

U−1σzU =
1
2

(
1 1
1 −1

)(
λ+ 0
0 λ−

)(
1 1
1 −1

)
=

(
0 1
1 0

)
= σx (2.3.10)
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となるので、

〈σiσj〉 =
1
Z

trUṼ i−1
1 σxṼ j−i

1 σxṼ N−j+1
1 U−1

=
1
Z

trṼ N−j+i
1 σxṼ j−i

1 σx

=
1
Z

tr
(

λN−j+i
+ 0

0 λN−j+i
−

)(
0 1
1 0

) (
λj−i

+ 0
0 λj−i

−

) (
0 1
1 0

)
=

1
λN

+

(
λN−j+i

+ λj−i
− + λj−i

+ λN−j+i
−

)
=

(
λ−

λ+

)j−i

+
(

λ−

λ+

)N (
λ+

λ−

)j−i

(2.3.11)

となる。λ−/λ+ < 1であるから、N → ∞の極限で、(
λ−

λ+

)N

→ 0 (2.3.12)

となる。すなわち、

〈σiσj〉 =
(

λ−

λ+

)j−i

(2.3.13)

= (tanhK1)j−i (2.3.14)

となる。

よって、一般には |j − i|の関数となり、

〈σiσj〉 = (tanhK1)|j−i| (2.3.15)

となる。この温度依存性は図 5となる。これより相関関数は T = 0で１の値をとり、温度の上昇とともに単

調に減少する。したがって、温度の上昇によりスピン間の相関は小さくなることが分かる。また、より遠いス

ピン間の相関関数の方が温度の上昇とともに早く減衰することが分かる。

次に、相関距離 ξ は、

〈σiσj〉 ∝ e−|j−i|/ξ (2.3.16)

で定義されるので、１次元 Isingモデルでは、

ξ =
1

ln(cothK1)
(2.3.17)

となる。この低温極限 (β À 1)の振る舞いについて考える。e−βJ1 ¿ 1であるから、

ln(cothK1) = ln

(
e

βJ1
2 + e−

βJ1
2

e
βJ1
2 − e−

βJ1
2

)

= ln
(

1 + e−βJ1

1 − e−βJ1

)
∼= ln

(
1 + 2e−βJ1

)
∼= 2e−βJ1 (2.3.18)
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と近似できる。したがって、

ξ ∼=
eβJ1

2
(2.3.19)

となる。相関距離の温度依存性は図 6となる。相関距離は T = 0で指数関数的な発散をし、温度上昇ととも

に単調に減少する。また、有限温度において相関距離は有限の値をとるため、１次元 Isingモデルでは長距離

秩序は生じないことが分かる。

0 5 100

0.5

1

! " #
!$

!!%&

!!%'

!!%#

!!%"

図 5 相関関数 〈σiσj〉の温度依存性

0 5 100

5

10

図 6 相関距離 ξ の温度依存性
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3 第２量子化を用いる方法

第２量子化を用いて２次元 Isingモデルの Helmholtzの自由エネルギーを求める。この方法は T.D.Schltz、

D.C.Mattis、E.H.Lieb [3]によりなされた。まず、3.1節では１次元 Isingモデルの転送行列を応用し２次元

Ising モデルの転送行列を求める。次に、3.2 節では 3.1 節で求めた転送行列の対格化を行う。その際スピン

演算子を Jordan-Wigner変換 [4, pp.206–207]を用いてフェルミ粒子の生成消滅演算子に変換する。最後に、

3.3節では対格化された転送行列の最大固有値を評価し、それを用いて分配関数および Helmholtzの自由エネ

ルギーを求める。

3.1 ２次元 Isingモデルの転送行列の構成

１つのスピンに対して２通り状態が存在するので、横列 (スピン数M 個)では、2M の配列が存在すること

になる。ここで、１つのスピンに対するパウリの行列 (2 × 2)を横列でのパウリの行列 (2M × 2M )に一般化

することを考える。まず、演算子 Aが定義されたヒルベルト空間を |a〉、演算子 A が定義されたヒルベルト

空間を |α〉とするとき、A ⊗ A を、

〈βb|A ⊗ A |aα〉 = 〈b|A|a〉〈β|A |α〉 (3.1.1)

で定義する。これより、A = I(単位行列)の場合 A ⊗ I は Aよりも大きなヒルベルト空間を形成する。この

⊗を直積という。例えば、A、I が 2 × 2の行列であれば、A ⊗ I は 22 × 22 の行列となる。つまり、横列m

番目のスピンに対するパウリの行列 (σx
m, σy

m, σz
m)は、

σx
m =

M 個︷ ︸︸ ︷
I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ σx ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I (3.1.2)

σy
m =

M 個︷ ︸︸ ︷
I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ σy ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I (3.1.3)

σz
m =

M 個︷ ︸︸ ︷
I ⊗ · · · ⊗ I ⊗ σz ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I (3.1.4)

1 , · · · · · · , m , · · · · · · , M (3.1.5)

となる。

ここで、２次元 Isingモデルのハミルトニアンは (1.1)であるから、分配関数は、

Z =
∑

σ11=±1

· · ·
∑

σNM=±1

exp
(
K1

∑
σn,mσn+1,m

)
exp

(
K2

∑
σn,mσn,m+1 + H

∑
σn,m

)
(3.1.6)

となり、１次元の場合と同様に和の取り方を変更し、

Z =
∑

σ1,1σ′
1,1···σN,M σ′

N,M

[
exp

(
K1

∑
m

σ1,mσ′
2,m

)][
exp

(
K2

∑
m

σ1,mσ′
1,m+1 + H

∑
m

σ1,m

) ∏
m

δσ1,mσ′
1,m

]
×

· · · ×

[
exp

(
K1

∑
m

σN,mσ′
1,m

)][
exp

(
K2

∑
m

σN,mσ′
N,m+1 + H

∑
m

σN,m

)∏
m

δσN,mσ′
N,m

]
(3.1.7)
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とする。このとき、

〈σi,1 · · ·σi,M |V1|σj,1 · · ·σj,M 〉 = exp

(
K1

∑
m

σi,mσj,m

)
≡ (V1)σi,mσj,m (3.1.8)

〈σi,1 · · ·σi,M |V2|σj,1 · · ·σj,M 〉 = exp

(
K2

∑
m

σi,mσj,m+1 + H
∑
m

σi,m

) ∏
m

δσi,mσj,m
(3.1.9)

≡ (V2)σi,mσj,m (3.1.10)

とおく。これにより、分配関数は、

Z = tr (V1V2)
N = tr

{
V

1
2

2 V1V
1
2

2

}N

≡ trV N (3.1.11)

となる。この行列 V が２次元 Isingモデルの転送行列である。

まず、V1 について考える。V1 は、

(V1)σi,mσj,m =
∏
m

exp(K1σi,mσj,m) (3.1.12)

であるが、右辺の成分は１次元の場合の拡張として、

exp(K1σi,mσj,m) =
{

(2 sinh 2K1)
1
2 exp (K∗

1σx
m)

}
σi,mσj,m

(3.1.13)

となる。したがって、

V1 =
∏
m

(2 sinh 2K1)
1
2 exp (K∗

1σx
m)

= (2 sinh 2K1)
M
2 exp

(
K∗

1

∑
m

σx
m

)
(3.1.14)

となる。

次に、V2 について考える。V2 は、

(V2)σi,mσj,m ≡
∏
m

exp (K2σi,mσj,m+1 + Hσi,m)
∏
m

δσi,mσj,m (3.1.15)

であるが、右辺の成分は１次元の場合の拡張として、

exp(K2σi,mσj,m+1 + Hσi,m)
∏
m

δσi,mσj,m+1 =
(
exp(K2σ

z
mσz

m+1 + Hσz
m)

)
σi,mσj,m

(3.1.16)

となる。したがって、

V2 =
∏
m

exp(K2σ
z
mσz

m+1 + Hσz
m) (3.1.17)

= exp

(
K2

∑
m

σz
mσz

m+1 + H
∑
m

σz
m

)
(3.1.18)

となる。ここで簡単のために V2 を磁場に依存しない項と依存する項に分け、改めてそれぞれを V2、V3 とお

くと、

V2 = exp

(
K2

∑
m

σz
mσz

m+1

)
(3.1.19)

V3 = exp

(
H

∑
m

σz
m

)
(3.1.20)
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とすることができる。

ここで、以後計算がしやすいように、

σx
m → −σz

m (3.1.21)

σz
m → σx

m (3.1.22)

と正準変換すると、行列 V1、V2、V3 は、

V1 = (2 sinh 2K1)
M
2 exp

(
−K∗

1

∑
m

σz
m

)
(3.1.23)

V2 = exp

(
K2

∑
m

σx
mσx

m+1

)
(3.1.24)

V3 = exp

(
H

∑
m

σx
m

)
(3.1.25)

となる。

また、スピン 1/2のスピン演算子 Sm と Pauliの行列 σm の関係は、

Sm =
1
2
σm (3.1.26)

であるから、V1、V2、V3 をスピン演算子で表すと、

V1 = (2 sinh 2K1)
M
2 exp

(
−2K∗

1

∑
m

Sx
m

)
(3.1.27)

V2 = exp

(
4K2

∑
m

Sz
mSz

m+1

)
(3.1.28)

V3 = exp

(
2H

∑
m

Sz
m

)
(3.1.29)

となる。ここで、スピン演算子の昇降演算子 S± は、

S± = Sx ± iSy (3.1.30)

で定義される。これより、

S+S− = (Sx + iSy)(Sx − iSy)

= (Sx)2 − i[Sx, Sy] + (Sy)2

= (Sx)2 + (Sy)2 + Sz (3.1.31)

S−S+ = (Sx − iSy)(Sx + iSy)

= (Sx)2 + i[Sx, Sy] + (Sy)2

= (Sx)2 + (Sy)2 − Sz (3.1.32)

となり、

{S+, S−}+ = 1 (3.1.33)
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という関係が成立することより、

S+S− + S−S+ = 1

2
{
(Sx)2 + (Sy)2

}
= 1

(Sx)2 + (Sy)2 =
1
2

(3.1.34)

となる。したがって、

S+S− − 1
2

= (Sx)2 + (Sy)2 + Sz − 1
2

= Sz (3.1.35)

となる。よって、V1 は、

V1 = (2 sinh 2K1)
M
2 exp

[
−2K∗

1

∑
m

(
S+S− − 1

2

)]
(3.1.36)

となる。

3.2 V の対角化

Jordan-Wigner変換を用いてスピン演算子をフェルミ粒子の生成消滅演算子に、

aj ≡ (−2)j−1Sz
1Sz

2 · · ·Sz
j−1S

−
j (3.2.1)

a†
j ≡ (−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
+
j (3.2.2)

と変換する。この変換については付録 Cで述べる。これを用いて、V1、V2 を書き直すと、V1 は (付録 C.19)、

V2 は (付録 C.52)により、

V1 = (2 sinh 2K1)
M
2 exp

[
−2K∗

1

∑
m

(
a†

mam − 1
2

)]
(3.2.3)

V2 = exp

[
K2

∑
m

(
a†

m − am

) (
a†

m+1 + am+1

)]
(3.2.4)

となる。ただし、

N ≡
M∑

m=1

S+
mS−

m =
M∑

m=1

a†
mam =

M∑
m=1

nm (3.2.5)

においたとき、付録 Cにより

aM+1 = −a1 a†
M+1 = −a†

1 N が偶数のとき (3.2.6)

aM+1 = a1 a†
M+1 = a†

1 N が奇数のとき (3.2.7)

という関係が成立する。よって、N が偶数の場合の転送行列を V +、N が奇数の場合の転送行列を V − と書

くこととする。ここで、V1、V2 はこのように、aj、a†
j を用いて表せたが、V3 は簡単にならない。このため、

外場 (h)が存在すると厳密に解くことはできない。よって、これ以降は外場のない場合 (h = 0)を考えること
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とし、V3 は無視する。このとき、

V ± = (2 sinh 2K1)
M
2 exp

[
1
2
K2

∑
m

(
a†

m − am

) (
a†

m+1 + am+1

)]

× exp

[
−2K∗

1

∑
m

(
a†

mam − 1
2

)]

× exp

[
1
2
K2

∑
m

(
a†

m − am

) (
a†

m+1 + am+1

)]
(3.2.8)

となる。

次に、am、a†
m を、

am =
1√
M

e−iπ/4
∑

q

eiqmηq (3.2.9)

a†
m =

1√
M

eiπ/4
∑

q

e−iqmη†
q (3.2.10)

とフーリエ展開する。このとき、ηq、η†
q は、{

ηq, η
†
q′

}
+

= δqq′ (3.2.11)

{ηq, ηq′}+ =
{

η†
q , η

†
q′

}
+

= 0 (3.2.12)

という関係を満たす。ここで、

N =
M∑

m=1

a†
mam

=
M∑

m=1

∑
q,q′

1
M

e−i(q−q′)mη†
qηq′

=
∑
q,q′

δq,q′η†
qηq′

=
∑

q

η†
qηq (3.2.13)

となり、N は η 粒子の個数を表していることが分かる。これより、q のとりうる値について考える。

1) N が偶数の場合

生成演算子が満たす関係より、

aM+1 = −a1

1√
M

e−iπ/4
∑

q

eiq(M+1)ηq = − 1√
M

e−iπ/4
∑

q

eiqηq

eiq(M+1) = −eiq

eiqM = −1 (3.2.14)

となる必要があり、q のとりうる値は、

q = ± π

M
,±3π

M
,±5π

M
, · · · ,± (M − 1)π

M
(3.2.15)
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のM 個となる。

2) N が奇数の場合

生成演算子が満たす関係より、

aM+1 = a1

1√
M

e−iπ/4
∑

q

eiq(M+1)ηq =
1√
M

e−iπ/4
∑

q

eiqηq

eiq(M+1) = eiq

eiqM = 1 (3.2.16)

となる必要があり、q のとりうる値は、

q = 0,±2π

M
,±4π

M
, · · · ,± (M − 2)π

M
, π (3.2.17)

のM 個となる。

したがって、V ± は ηq、η†
q を用いると、付録 Dより、

V ± = (2 sinh 2K1)
M
2

∏
0≤q≤π

Vq (3.2.18)

となる。ただし、
∏

0≤q≤π

の qは、N の偶奇によって (3.2.15)、(3.2.17)のどちらかの組をとるものとする。Vq

は q 6= 0, π では、

Vq = (V2q)
1
2 V1q(V2q)

1
2 (3.2.19)

V1q = exp
[
−2K∗

1

(
η†

qηq + η†
−qη−q − 1

)]
V2q = exp

[
2K2{cos q

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
+ sin q

(
ηqη−q + η†

−qη
†
q

)]
(3.2.20)

であり、q = 0, π では、

V0 = exp
[
−2(K∗

1 − K2)
(

η†
0η0 −

1
2

)]
(3.2.21)

Vπ = exp
[
−2(K∗

1 + K2)
(

η†
πηπ − 1

2

)]
(3.2.22)

である。

ここで、q 6= q′ の場合 Vq、Vq′ は可換となる。これは、Vq、Vq′ が互いに反可換な２次の演算子により構成

されているためである。そのため、Vq はそれぞれ別々に対角化できる。また、V0、Vπ はすでに対角化されて

いるので、q 6= 0, π の場合について対角化すればよい。そこで、

|Φ0〉 = |0〉 : η 粒子の真空状態 (3.2.23)

|Φq〉 = η†
q |0〉 : ηq 粒子が１つ存在する状態 (3.2.24)

|Φ−q〉 = η†
−q|0〉 : η−q 粒子が１つ存在する状態 (3.2.25)

|Φ−qq〉 = η†
−qη

†
q |0〉 : ηq、η−q 粒子が１つずつ存在する状態 (3.2.26)
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という４つの状態を導入する。ただし、|0〉は ηq、η−q の真空状態を表す状態であるとすると、

ηq|0〉 = 0 (3.2.27)

(ηq|0〉)† = 〈0|η†
q = 0 (3.2.28)

を満たす。

このとき、|Φq〉、|Φ−q〉 は Vq の固有ケットベクトルである。これは、|Φq〉、|Φ−q〉 が ηqη−q、η†
−qη

†
q、

η†
qηq + η†

−qη−q の固有ケットベクトルであることからわかる。まず、ηqη−q に対しては、

ηqη−q|Φq〉 = ηqη−qη
†
q |0〉

= −ηqη
†
qη−q|0〉

= 0 (3.2.29)

ηqη−q|Φ−q〉 = ηqη−qη
†
−q|0〉

= ηq

(
1 − η†

qη−q

)
|0〉

= ηq|0〉 − ηqη
†
qη−q|0〉

= 0 (3.2.30)

となるので、この状態は ηqη−q の固有状態であり、その固有値は０である。次に η†
−qη

†
q に対しては、

η†
−qη

†
q |Φq〉 = η†

−qη
†
qη

†
q |0〉

= 0 (3.2.31)

η†
−qη

†
q |Φ−q〉 = η†

−qη
†
qη

†
−q|0〉

= −η†
qη

†
−qη

†
−q|0〉

= 0 (3.2.32)

となるので、この状態は η†
−qη

†
q の固有状態であり、その固有値は０である。最後に、η†

qηq + η†
−qη−q に対し

ては、 (
η†

qηq + η†
−qη−q

)
|Φq〉 =

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
η†

q |0〉

= η†
qηqη

†
q |0〉 + η†

−qη−qη
†
q |0〉

= η†
q

(
1 − η†

qηq

)
|0〉 − η†

−qη
†
qη−q|0〉

= η†
q |0〉 − η†

qη
†
qηq|0〉

= η†
q |0〉

= |Φq〉 (3.2.33)(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
|Φ−q〉 =

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
η†
−q|0〉

= η†
qηqη

†
−q|0〉 + η†

−qη−qη
†
−q|0〉

= −η†
qη

†
−qηq|0〉 + η†

−q

(
1 − η†

−qη−q

)
|0〉

= η†
−q|0〉 − η†

−qη
†
−qη−q|0〉

= η†
−q|0〉

= |Φ−q〉 (3.2.34)

となるので、この状態は η†
qηq + η†

−qη−q の固有状態であり、その固有値は１である。
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したがって、q 6= 0, π では、

Vq|Φq〉 = exp(2K2 cos q)|Φq〉 (3.2.35)

Vq|Φ−q〉 = exp(2K2 cos q)|Φ−q〉 (3.2.36)

となる。すなわち、|Φq〉、|Φ−q〉は Vq の固有状態であり、固有値は exp(2K2 cos q)であることがわかる。

次に、残った |Φ−qq〉、|Φ0〉によって張られる空間での転送行列 Vq の行列要素を求める。まず、V1q の行列

要素を求めると、

V1q|Φ−qq〉 = exp
[
−2K∗

1

(
η†

qηq + η†
−qη−q − 1

)]
η†
−qη

†
q |0〉

= exp(−2K∗
1 )η†

−qη
†
q |0〉

= exp(−2K∗
1 )|Φ−qq〉 (3.2.37)

V1q|Φ0〉 = exp
[
−2K∗

1

(
η†

qηq + η†
−qη−q − 1

)]
|0〉

= exp(2K∗
1 )|0〉

= exp(2K∗
1 )|Φ0〉 (3.2.38)

となる。ただし、

η†
qηqη

†
−qη

†
q |0〉 =

(
1 − ηqη

†
q

)
η†
−qη

†
q |0〉

= η†
−qη

†
q |0〉 + ηqη

†
−qη

†
qη

†
q |0〉

= η†
−qη

†
q |0〉 (3.2.39)

η†
−qη−qη

†
−qη

†
q |0〉 =

(
1 − η−qη

†
−q

)
η†
−qη

†
q |0〉

= η†
−qη

†
q |0〉 − η−qη

†
−qη

†
−qη

†
q |0〉

= η†
−qη

†
q |0〉 (3.2.40)

となることを用いた。また、

〈Φ0|Φ−qq〉 = 〈0|η†
−qη

†
q |0〉 = 0 (3.2.41)

となるので、

〈Φ−qq|V1q|Φ−qq〉 = exp(−2K∗
1 ) (3.2.42)

〈Φ0|V1q|Φ0〉 = exp(2K∗
1 ) (3.2.43)

〈Φ0|V1q|Φ−qq〉 = 0 (3.2.44)

〈Φ−qq|V1q|Φ0〉 = 0 (3.2.45)

となる。したがって、V1q は |Φ−qq〉、|Φ0〉によって張られる空間では、

V1q =
(

exp(−2K∗
1 ) 0

0 exp(2K∗
1 )

)
(3.2.46)

と対角行列で表される。

次に (V2q)
1
2 の行列要素を求める。そのために、

b−q = ηqη−q (3.2.47)

b+
q = η†

−qη
†
q (3.2.48)
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という演算子を導入する。まず、b−q の |Φ−qq〉、|Φ0〉に対する行列要素は、

〈Φ−qq|b−q |Φ−qq〉 = 〈0|ηqη−qηqη−qη
†
−qη

†
q |0〉

= −〈0|ηqηqη−qη−qη
†
−qη

†
q |0〉

= 0 (3.2.49)

〈Φ0|b−q |Φ−qq〉 = 〈0|ηqη−qη
†
−qη

†
q |0〉

= 〈0|ηq(1 − η†
−qη−q)η†

q |0〉

= 〈0|ηqη
†
q |0〉 − 〈0|ηqη

†
−qη−qη

†
q |0〉

= 〈0|(1 − η†
qηq)|0〉 + 〈0|η†

−qηqη−qη
†
q |0〉

= 1 (3.2.50)

〈Φ−qq|b−q |Φ0〉 = 〈0|ηqη−qηqη−q|0〉
= 0 (3.2.51)

〈Φ0|b−q |Φ0〉 = 〈0|ηqη−q|0〉
= 0 (3.2.52)

となる。また、b+
q の |Φ−qq〉、|Φ0〉に対する行列要素は、

〈Φ−qq|b+
q |Φ−qq〉 = 〈0|ηqη−qη

†
−qη

†
qη

†
−qη

†
q |0〉

= −〈0|ηqη−qη
†
−qη

†
−qη

†
qη

†
q |0〉

= 0 (3.2.53)

〈Φ0|b+
q |Φ−qq〉 = 〈0|η†

−qη
†
qη

†
−qη

†
q |0〉

= 0 (3.2.54)

〈Φ−qq|b+
q |Φ0〉 = 〈0|ηqη−qη

†
−qη

†
q |0〉

= 〈0|ηq(1 − η†
−qη−q)η†

q |0〉

= 〈0|ηqη
†
q |0〉 − 〈0|ηqη

†
−qη−qη

†
q |0〉

= 〈0|(1 − η†
qηq)|0〉 + 〈0|ηqη

†
−qη

†
qη−q|0〉

= 1 (3.2.55)

〈Φ0|b+
q |Φ0〉 = 〈0|η†

−qη
†
q |0〉

= 0 (3.2.56)

となる。したがって、b+
q 、b−q は |Φ−qq〉、|Φ0〉によって張られる空間では、

b+
q =

(
0 1
0 0

)
(3.2.57)

b−q =
(

0 0
1 0

)
(3.2.58)

という行列となる。
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次に、η†
qηq + η†

−qη−q の |Φ−qq〉、|Φ0〉によって張られる空間での行列表示を求めると、

〈Φ0|(η†
qηq + η†

−qη−q)|Φ0〉 = 0 (3.2.59)

〈Φ−qq|(η†
qηq + η†

−qη−q)|Φ0〉 = 0 (3.2.60)

〈Φ0|(η†
qηq + η†

−qη−q)|Φ−qq〉 = 0 (3.2.61)

〈Φ−qq|(η†
qηq + η†

−qη−q)|Φ−qq〉 = 〈0|ηqη−qη
†
qηqη

†
−qη

†
q |0〉 + 〈0|ηqη−qη

†
−qη−qη

†
−qη

†
q |0〉

= −〈0|η−qηq(1 − ηqη
†
q)η

†
−qη

†
q |0〉 + 〈0|ηq(1 − η†

−qη−q)η−qη
†
−qη

†
q |0〉

= −〈0|η−qηqη
†
−qη

†
q |0〉 + 〈0|ηqη−qη

†
−qη

†
q |0〉

= 〈0|η−qη
†
−qηqη

†
q |0〉 + 〈0|η−qη

†
−qηqη

†
q |0〉

= 2〈0|(1 − η†
−qη−q)(1 − η†

qηq)|0〉
= 2 (3.2.62)

となり、

η†
qηq + η†

−qη−q =
(

2 0
0 0

)
= σz

q + 1 (3.2.63)

という行列となる。また、ηqη−q + η†
−qη

†
q は、

ηqη−q + η†
−qη

†
q = b+

q + b−q = σx
q =

(
0 1
1 0

)
(3.2.64)

という行列となる。

これより、

(V2q)
1
2 = exp

[
K2

{(
σz

q + 1
)
cos q + σx

q sin q
}]

= exp(K2 cos q) exp
(
K2σ

z
q
′)

= exp(K2 cos q)
(
cosh K2 + σz

q
′ sinhK2

)
= exp(K2 cos q)

{
cosh K2 +

(
cos qσz

q + sin qσx
q

)
sinhK2

}
= exp(K2 cos q)

(
cosh K2 + sinh K2 cos q sinhK2 sin q

sinhK2 sin q cosh K2 − sinhK2 cos q

)
(3.2.65)

となる。ただし、

σz
q
′ ≡ cos qσz

q + sin qσx
q (3.2.66)

とおき、式変形の途中で付録 Aの結果を用いた。

よって、Vq は |Φ−qq〉、|Φ0〉によって張られる空間では、

Vq = (V2q)
1
2 V1q(V2q)

1
2

= exp(2K2 cos q)
(

cosh K2 + sinhK2 cos q sinhK2 sin q
sinhK2 sin q cosh K2 − sinhK2 cos q

)
×

(
exp(−2K∗

1 ) 0
0 exp(2K∗

1 )

) (
cosh K2 + sinhK2 cos q sinhK2 sin q

sinhK2 sin q cosh K2 − sinhK2 cos q

)
(3.2.67)

= exp(2K2 cos q)
(

Aq Cq

Cq Bq

)
(3.2.68)
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となる。ただし、

Aq = exp(−2K∗
1 )(coshK2 + sinhK2 cos q)2 + exp(2K∗

1 )(sinhK2 sin q)2 (3.2.69)

Bq = exp(−2K∗
1 )(sinhK2 sin q)2 + exp(2K∗

1 )(cosh K2 − sinhK2 cos q)2 (3.2.70)

Cq = exp(−2K∗
1 )(cosh K2 + sinhK2 cos q) sinhK2 sin q + exp(2K∗

1 ) sinhK2 sin q(cosh K2 − sinhK2 cos q)

= sinhK2 sin q
{(

e2K∗
1 + e−2K∗

1

)
cosh K2 −

(
e2K∗

1 − e−2K∗
1

)
sinhK2 cos q

}
= (2 sinh K2 sin q)(cosh 2K∗

1 cosh K2 − sinh 2K∗
1 sinhK2 cos q) (3.2.71)

である。このように |Φ−qq〉、|Φ0〉で張られる空間では Vq は対角行列ではないので Vq の固有値を求めるには

これを対角化する必要がある。そこで、

|Ψ0〉 = sin φq|Φ−qq〉 + cos φq|Φ0〉 (3.2.72)

|Ψ−qq〉 = cos φq|Φ−qq〉 − sinφq|Φ0〉 (3.2.73)

という状態を導入する。Vq の |Ψ0〉、|Ψ−qq〉で張られる空間での行列要素は、

〈Ψ0|Vq|Ψ0〉 = exp(2K2 cos q)
(
sin φq cos φq

) (
Aq Cq

Cq Bq

)(
sinφq

cos φq

)
= exp(2K2 cos q)

(
sin2 φqAq + sin φq cos φqCq + sin φq cos φqCq + cos2 φqBq

)
= exp(2K2 cos q)

{
1
2
(Aq + Bq) −

1
2

cos 2φq(Aq − Bq) + sin 2φqCq

}
(3.2.74)

〈Ψ−qq|Vq|Ψ−qq〉 = exp(2K2 cos q)
(
cos φq − sinφq

)(
Aq Cq

Cq Bq

)(
cos φq

− sinφq

)
= exp(2K2 cos q)

(
cos2 φqAq − cos φq sinφqCq − cos φq sinφqCq + sin2 φqBq

)
= exp(2K2 cos q)

{
1
2
(Aq + Bq) +

1
2

cos 2φq(Aq − Bq) − sin 2φqCq

}
(3.2.75)

〈Ψ−qq|Vq|Ψ0〉 = 〈Ψ0|Vq|Ψ−qq〉

= exp(2K2 cos q)
(
sin φq cos φq

) (
Aq Cq

Cq Bq

)(
cos φq

− sinφq

)
= exp(2K2 cos q)

(
sin φq cos φqAq − sin2 φqCq + cos2 φqCq − cos φq sinφqBq

)
= exp(2K2 cos q)

{
1
2

sin 2φq(Aq − Bq) + cos 2φqCq

}
(3.2.76)

となるので、まとめると、

Vq = exp(2K2 cos q)
(

1
2 (Aq + Bq) − 1

2 cos 2φq(Aq − Bq) + sin 2φqCq
1
2 sin 2φq(Aq − Bq) + cos 2φqCq

1
2 sin 2φq(Aq − Bq) + cos 2φqCq

1
2 (Aq + Bq) + 1

2 cos 2φq(Aq − Bq) − sin 2φqCq

)
(3.2.77)

となる。Vq を対角化するには、この非対角要素が０となればよいので、φq は、

tan 2φq =
2Cq

Bq − Aq
(3.2.78)

を満たさなければならない。これより、

sin 2φq =

√
tan2 2φq

tan2 2φq + 1

=
Cq√

C2
q + 1

4 (Bq − Aq)2
(3.2.79)
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となるので、対角項は、

1
2
(Aq + Bq) −

1
2

cos 2φq(Aq − Bq) + sin 2φqCq =
1
2
(Aq + Bq) + sin 2φq

{
Cq +

1
4Cq

(Bq − Aq)2
}

=
1
2
(Aq + Bq) +

√
C2

q +
1
4
(Bq − Aq)2 (3.2.80)

1
2
(Aq + Bq) +

1
2

cos 2φq(Aq − Bq) − sin 2φqCq =
1
2
(Aq + Bq) −

√
C2

q +
1
4
(Bq − Aq)2 (3.2.81)

となる。これを、

e±εq ≡ 1
2

[
Aq + Bq ±

√
(Bq − Aq)2 + 4C2

q

]
(3.2.82)

とおくと、Vq は、

Vq = exp(2K2 cos q)
(

eεq 0
0 e−εq

)
(3.2.83)

となり対角化される。ここで、

eεq + e−εq = Aq + Bq

= e−2K∗
1 (coshK2 + sinhK2 cos q)2 +

(
e2K∗

1 + e−2K∗
1

)
(sinhK2 sin q)2 + e2K∗

1 (coshK2 − sinhK2 cos q)2

=
(
e2K∗

1 + e−2K∗
1

)
(cosh2 K2 + sinh2 K2) −

(
e2K∗

1 − e−2K∗
1

)
sinh 2K2 cos q (3.2.84)

となり、

cosh2 K2 + sinh2 K2 = cosh 2K2 (3.2.85)

であるから、εq は、

cosh εq = cosh 2K2 cosh 2K∗
1 − sinh 2K2 sinh 2K∗

1 cos q (3.2.86)

の正の解である。

3.3 分配関数と Helmholtzの自由エネルギー

分配関数を求めるためには、Vq の最大固有値を求める必要がある。これを求めるために、

ξq ≡ cos φqηq + sinφqη
†
−q (3.3.1)

ξ−q ≡ cos φqη−q − sin φqη
†
q (3.3.2)

というフェルミ演算子を導入する。この演算子を |Ψ0〉に演算すると、

ξ−q|Ψ0〉 =
(
cos φqη−q − sinφqη

†
q

)
(sinφq|Φ−qq〉 + cos φq|Φ0〉)

= cosφq sin φqη−qη
†
−qη

†
q |0〉 + cos2 φqη−q|0〉 − sin2 φqη

†
qη

†
−qη

†
q |0〉 − sin φq cos φqη

†
q |0〉

= cosφq sin φq

(
1 − η†

−qη−q

)
η†

q |0〉 − sin φq cos φqη
†
q |0〉

= 0 (3.3.3)

ξq|Ψ0〉 =
(
cos φqηq + sinφqη

†
−q

)
(sinφq|Φ−qq〉 + cos φq|Φ0〉)

= cosφq sin φqηqη
†
−qη

†
q |0〉 + cos2 φqηq|0〉 + sin2 φqη

†
−qη

†
−qη

†
q |0〉 + sinφq cos φqη

†
−q|0〉

= − cos φq sin φqη
†
−q

(
1 − η†

qηq

)
|0〉 + sin φq cos φqη

†
−q|0〉

= 0 (3.3.4)

24



となるので、|Ψ0〉という状態は η 粒子は存在するが ξ 粒子に対しては粒子が存在しない真空状態となること

がわかる。また、ξ†−qξ
†
q |Ψ0〉を計算すると、

ξ†−qξ
†
q |Ψ0〉 =

(
cos φqη

†
−q − sinφqηq

) (
cos φqη

†
q + sin φqη−q

)
(sinφq|Φ−qq〉 + cos φq|Φ0〉)

= cos2 φq sinφqη
†
−qη

†
qη

†
−qη

†
q |0〉 + cos φq sin2 φqη

†
−qη−qη

†
−qη

†
q |0〉

− sin2 φq cos φqηqη
†
qη

†
−qη

†
q |0〉 − sin3 φqηqη−qη

†
−qη

†
q |0〉

+ cos3 φqη
†
−qη

†
q |0〉 + cos2 φq sin φqη

†
−qη−q|0〉

− sin φq cos2 φqηqη
†
q |0〉 − sin2 φq cos φqηqη−q|0〉

= cos φq sin2 φqη
†
−q

(
1 − η†

−qη−q

)
η†

q |0〉 − sin3 φqηq

(
1 − η†

−qη−q

)
η†

q |0〉

+ cos3 φqη
†
−qη

†
q |0〉 − sinφq cos2 φq

(
1 − η†

qηq

)
|0〉

= cos φq sin2 φqη
†
−qη

†
q |0〉 − sin3 φq

(
1 − η†

qηq

)
|0〉 + cos3 φqη

†
−qη

†
q |0〉 − sinφq cos2 φq|0〉

= cos φq|Φ−qq〉 − sinφq|Φ0〉 = |Ψ−qq〉 (3.3.5)

となり、|Ψ−qq〉状態は ξq、ξ−q 粒子が存在する状態となる。次に、

ξ†q |Ψ0〉 ≡ |Ψq〉 (3.3.6)

ξ†−q|Ψ0〉 ≡ |Ψ−q〉 (3.3.7)

とおくと |Ψq〉は ξq 粒子が、|Ψ−q〉は ξ−q 粒子がそれぞれ１つ存在する状態となる。このとき、

|Ψq〉 = ξ†q |Ψ0〉 =
(
cos φqη

†
q + sinφqη−q

)
(sinφq|Φ−qq〉 + cos φq|Φ0〉)

= cos φq sinφqη
†
qη

†
−qη

†
q |0〉 + cos2 φqη

†
q |0〉

+ sin2 φqη−qη
†
−qη

†
q |0〉 + sin φq cos φqη−q|0〉

= cos2 φqη
†
q |0〉 + sin2 φq

(
1 − η†

−qη−q

)
η†

q |0〉

= η†
q |0〉 = η†

q |Φ0〉 = |Φq〉 (3.3.8)

|Ψ−q〉 = ξ†−q|Ψ0〉 =
(
cos φqη

†
−q − sinφqηq

)
(sinφq|Φ−qq〉 + cos φq|Φ0〉)

= cos φq sinφqη
†
−qη

†
−qη

†
q |0〉 + cos2 φqη

†
−q|0〉

− sin2 φqηqη
†
−qη

†
q |0〉 − sinφq cos φqηq|0〉

= cos2 φqη
†
−q|0〉 − sin2 φq

(
1 − η†

qηq

)
η†
−q|0〉

= η†
−q|0〉 = η†

−q|Φ0〉 = |Φ−q〉 (3.3.9)

となり、|Ψq〉という ξq 粒子が１つ存在する状態は、|Φq〉という ηq 粒子が１つ存在する状態と同じであるこ

とがわかる。また、ξ−q 粒子についても同様のことがいえる。ここで、ξ 粒子の存在しない状態である |Ψ0〉お
よび ξq 粒子、ξ−q 粒子が１つずつ存在する状態である |Ψ−qq〉は、η 粒子が存在しない状態 |Φ0〉と ηq 粒子、

η−q 粒子が１つずつ存在する状態 |Φ−qq〉の重ね合わせである。したがって、η 粒子が偶 (奇)数個存在する状

態は ξ 粒子が偶 (奇)数個存在する状態に相当することがわかる。

これより、Vq の |Ψ0〉、|Ψ−qq〉で張られる空間では、

Vq = exp(2K2 cos q) exp
[
−εq

(
ξ†qξq + ξ†−qξ−q − 1

)]
(3.3.10)
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となる。この各成分は、

〈Ψ0|Vq|Ψ0〉 = exp(2K2 cos q)〈Ψ0| exp[−εq(ξ†qξq + ξ†−qξ−q − 1)]|Ψ0〉
= exp(2K2 cos q)eεq 〈Ψ0|Ψ0〉
= exp(2K2 cos q)eεq (3.3.11)

〈Ψ−qq|Vq|Ψ0〉 = exp(2K2 cos q)eεq 〈Ψ−qq|Ψ0〉
= 0 (3.3.12)

〈Ψ−qq|Vq|Ψ−qq〉 = exp(2K2 cos q)〈Ψ−qq| exp[−εq(ξ†qξq + ξ†−qξ−q − 1)]|Ψ−qq〉
= exp(2K2 cos q)e−εq 〈Ψ−qq|Ψ−qq〉
= exp(2K2 cos q)e−εq (3.3.13)

〈Ψ0|Vq|Ψ−qq〉 = exp(2K2 cos q)e−εq 〈Ψ0|Ψ−qq〉
= 0 (3.3.14)

となり (3.2.83)の成分と一致している。ただし、

ξ†qξqξ
†
−qξ

†
q =

(
1 − ξqξ

†
q

)
ξ†−qξ

†
q = ξ†−qξ

†
q (3.3.15)

ξ†−qξ−qξ
†
−qξ

†
q =

(
1 − ξ−qξ

†
−q

)
ξ†−qξ

†
q = ξ†−qξ

†
q (3.3.16)

となることを用いた。

ここで、q = 0, π の場合の Vq は η 粒子で既に対角化されているために、

η0 → ξ0 η†
0 → ξ†0

ηπ → ξπ η†
π → ξ†π

と変換される必要がある。そのためには φ0 = φπ = 0となる必要があり、V0、Vπ は、(3.2.21)、(3.2.22)より、

V0 = exp
[
−2(K∗

1 − K2)
(

ξ†0ξ0 −
1
2

)]
(3.3.17)

Vπ = exp
[
−2(K∗

1 + K2)
(

ξ†πξπ − 1
2

)]
(3.3.18)

となる。したがって、

ε0 = 2(K∗
1 − K2) (3.3.19)

επ = 2(K∗
1 + K2) (3.3.20)

とおけば、V0、Vπ の積は、

V0Vπ = exp
[
−ε0

(
ξ†0ξ0 −

1
2

)
− επ

(
ξ†πξπ − 1

2

)]
(3.3.21)
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となる。これより V ± は、

V ± = (2 sinh 2K1)
M
2

∏
0≤q≤π

Vq

= (2 sinh 2K1)
M
2 V0Vπ

∏
0<q<π

exp(2K2 cos q) exp
[
−εq

(
ξ†qξq + ξ†−qξ−q − 1

)]
= (2 sinh 2K1)

M
2 exp

(
2K2

∑
0<q<π

cos q

)
V0Vπ exp

[
−

∑
0<q<π

εq

(
ξ†qξq + ξ†−qξ−q − 1

)]

= (2 sinh 2K1)
M
2 exp

[
−ε0

(
ξ†0ξ0 −

1
2

)
− επ

(
ξ†πξπ − 1

2

)]
exp

− ∑
q 6=0,π

εq

(
ξ†qξq −

1
2

)
= (2 sinh 2K1)

M
2 exp

[
−

∑
q

εq

(
ξ†qξq −

1
2

)]
(3.3.22)

となる。ただし、
∑

0<q<π cos q = 0となることを用いた。

ここで、Tc を ε0 が、

ε0 > 0 T > Tcのとき (3.3.23)

ε0 < 0 T < Tcのとき (3.3.24)

となる温度と定義する。すなわち、

K∗
1 = K2 (3.3.25)

となる場合および、

sinh
J1

kBTc
sinh

J2

kBTc
= 1 (3.3.26)

となる温度である。この Tc は第 5章で臨界温度であることが分かる。したがって、επ > 0、εq > 0(q 6= 0, π)

であるから、εq > 0(q 6= 0)である。

ここで、分配関数は V ± の最大固有値の N 乗であるため、V +、V − の最大固有値を求める必要がある。

1) V + の最大固有値

V + はN が偶数であるから η 粒子が偶数個存在する場合であるので、ξ 粒子も偶数個存在する。この

場合 q は (3.2.15)の組をとり、0を含まないのですべての q に対して εq > 0が成立する。したがって、

V + の固有値が最大となるのは ξ†qξq が最小のときである。つまり、すべての q において、

ξ†qξq = 0 ξ 粒子数が０個 (真空状態) (3.3.27)

となる場合であり、この最大固有値を Λ+
max と書くこととすると、

Λ+
max = (2 sinh 2K1)

M
2 exp

[
1
2

∑
q

εq

]
(3.3.28)

となる。

2) V − の最大固有値

V − はN が奇数であるから η 粒子が奇数個存在する場合であるので、ξ 粒子も奇数個存在する。この

場合 q は (3.2.17)の組をとり、0を含み εq=0 は温度によって正負が変化する。ただし、εq 6=0 > 0が成
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立している。したがって、V − の固有値が最大となるのは ξ†q 6=0ξq 6=0 が最小となり (q 6= 0 では真空状

態)で、ξ0 粒子が一つ存在するときである。つまり、

ξ†q=0ξq=0 = 1 ξ0 粒子が 1個 (3.3.29)

ξ†q 6=0ξq 6=0 = 0 ξq 6=0 粒子が０個 (真空状態) (3.3.30)

となる場合であり、この最大固有値を Λ−
max と書くこととすると、

Λ−
max = (2 sinh 2K1)

M
2 exp

1
2

∑
q 6=0

εq

 exp
[
−1

2
ε0

]
(3.3.31)

となる。

このとき、T < Tc で ε0 < 0となるため、

Λ−
max = (2 sinh 2K1)

M
2 exp

[
1
2

∑
q

|εq|

]
(3.3.32)

となる。これはM → ∞の極限において完全に Λ+
max と縮退している。ただし、T > Tc で ε0 > 0となるた

め、Λ+
max > Λ−

max となる。このため、任意の温度での V ± の最大固有値は Λmax は、

Λmax = Λ+
max = (2 sinh 2K1)

M
2 exp

[
1
2

∑
q

εq

]
(3.3.33)

となることがわかる。したがって、分配関数 Z は、

Z = (2 sinh 2K1)
NM

2 exp

[
1
2
N

∑
q

εq

]
(3.3.34)

となる。ここで、
∑

q

εq をM → ∞の極限をとり、和を積分に置き換えると、

∑
q

εq → M

2π

∫ π

−π

εqdq (3.3.35)

となり、

Z = (2 sinh 2K1)
NM

2 exp
[
NM

4π

∫ π

−π

εqdq

]
(3.3.36)

となる。これより、１スピンあたりの Helmholtzの自由エネルギー F は、

F = −(kBT lnZ)/NM

= −kBT

[
1
2

ln(2 sinh 2K1) +
1
4π

∫ π

−π

εqdq

]
(3.3.37)

となる。ただし、εq は、

cosh εq = cosh 2K2 cosh 2K∗
1 − sinh 2K2 sinh 2K∗

1 cos q (3.3.38)

で与えられる。

28



第 5章において内部エネルギー、比熱を求めるが、そのとき扱いやすいようにHelmholtzの自由エネルギー

の表記を変更する。まず、付録 Eにより恒等式、∫ π

0

ln(2 cosh εq − 2 cos x)dx = πεq (3.3.39)

が成立している。これより、

1
4π

∫ π

−π

εqdq =
1

4π2

∫ π

−π

dq

∫ π

0

dx ln(2 cosh εq − 2 cos x)

=
1

4π2

∫ π

−π

dq

∫ π

0

dx ln(2 cosh 2K2 cosh 2K∗
1 − 2 sinh 2K2 sinh 2K∗

1 cos q − 2 cos x)

=
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dx

∫ π

−π

dq ln(2 cosh 2K2 cosh 2K∗
1 − 2 sinh 2K2 sinh 2K∗

1 cos q − 2 cos x)

(3.3.40)

と変形できる。ここで、

cosh 2K∗
1 =

1
2

(
e2K∗

1 + e−2K∗
1

)
=

1
2

(
1

tanhK1
+ tanhK1

)
=

1
2

1
tanhK1

(
1 + tanh2 K1

)
=

1
2

1
tanhK1

(1 + z2
1) (3.3.41)

sinh 2K∗
1 =

1
2

(
e2K∗

1 − e−2K∗
1

)
=

1
2

(
1

tanhK1
− tanhK1

)
=

1
2

1
tanhK1

(
1 − tanh2 K1

)
=

1
2

1
tanhK1

(1 − z2
1) (3.3.42)

であり、

1 + z2
2 = 1 + tanh2 K2 =

cosh 2K2

cosh2 K2

(3.3.43)

1 − z2
2 = 1 − tanh2 K2 =

1
cosh2 K2

(3.3.44)

であるから、

ln(2 cosh 2K2 cosh 2K∗
1 − 2 sinh 2K2 sinh 2K∗

1 cos q − 2 cos x)

= ln
[
cosh2 K2

tanhK1
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2 sinh K2 cosh K2

1
tanhK1

(1 − z2
1) cos q − 2 cos x

]
= ln

[
cosh2 K2

tanhK1

{
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2 tanhK2(1 − z2

1) cos q − 2
tanhK1

cosh2 K2

cos x

}]
= ln

[
cosh2 K2

tanhK1

{
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos q − 2z1(1 − z2
2) cos x

}]
(3.3.45)
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となる。したがって、

F = −kBT

{
1
2

ln(2 sinh 2K1)

+
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln
[
cosh2 K2

tanhK1

{
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2

}]}
= −kBT

{
1
2

ln(2 sinh 2K1) +
1
2

ln
[
cosh2 K2

tanhK1

]
+

1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln
[
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2

]}
= −kBT

{
ln(2 cosh K1 cosh K2)

+
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln
[
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2

]}
(3.3.46)

となる。ただし、x → θ1、q → θ2 とした。
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4 dimer統計を用いる方法

第２量子化の方法よりも以前に行われた、dimer統計を用いる方法により Helmholtzの自由エネルギーを

求める。この方法は、M.Kac and J.C.Ward [6]および、R.B.Potts and J.C.Ward [7]により始められた。ま

ず、4.1 節では Ising モデルのハミルトニアンを高温展開し、各項に対応する図形を導入する。次に、4.2 節

では dimer統計を議論する際に使う Pfaffianの性質 [8, pp.46–51] [9, pp.59–105]についてまとめる。4.3節

では、Pfaffianを用いて正方格子の dimer統計の分配関数 [8, pp.51–67]の表式を求める。議論する境界条件

は、自由端、環状、トーラス状である。4.4節では、4.1節で導入されたハミルトニアンの高温展開の各項に

対応する図形をM.E.Fisherによって導入される dimer統計に使える格子 [10]に拡張し、２次元 Isingモデル

の分配関数を求める。4.5節では、4.4節で求められた分配関数を用いて Helmholtzの自由エネルギーを求め

る。ここで求められる Helmholtzの自由エネルギーは 3.3節での結果と完全に一致する。最後に、4.6節では

相関関数を求める際に使いやすい 4.4節とは異なる P.W.Kasteleynによって導入される dimer統計に使える

格子 [11]に拡張する。

4.1 Isingモデルの高温展開

２次元 Isingモデルの分配関数は (1.2)で与えられるが、この章では初めから磁場のない場合を考え、分配

関数 Z は、

Z =
∑

σ=±1

exp
(
K1

∑
σn,mσn+1,m + K2

∑
σn,mσn,m+1

)
=

∑
σ=±1

∏
n.n.

exp (K1σn,mσn+1,m + K2σn,mσn,m+1) (4.1.1)

となる。ただし、n.n.は最近接格子点を表す。また、各スピン対についてのボルツマン因子を、付録 Aの結

果を用いて、

exp(K1σn,mσn+1,m) = cosh K1 + σn,mσn+1,m sinhK1

= cosh K1(1 + σn,mσn+1,m tanhK1)

= cosh K1(1 + σn,mσn+1,mz1) (4.1.2)

exp(K2σn,mσn,m+1) = cosh K2 + σn,mσn,m+1 sinhK2

= cosh K2(1 + σn,mσn,m+1 tanhK2)

= cosh K2(1 + σn,mσn,m+1z2) (4.1.3)

と書き表すと、全体の分配関数は、

Z = (coshK1 cosh K2)NM
∑

σ=±1

∏
n.n.

(1 + σn,mσn+1,mz1)(1 + σn,mσn,m+1z2) (4.1.4)

となる。ここで、(4.1.4)の右辺の各項に対応する図形を考える。Isingモデルでは最近接格子点間でのみ相互

作用が生じるため、相互作用が生じているスピン間をボンドでつなぐ図形を考える。この図形の例は図 7、図

8である。すると、(4.1.4)の右辺はボンドが全くない (すべての格子点間で相互作用がない)図形から、すべ

てボンドが形成されている (すべての格子点間で相互作用している)図形まで、とりうるすべての図形の和と
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なっている。このとき、(4.1.4)では、すべての σi について σ = ±1で和をとることになるので、∑
σi=±1

σi = 0 (4.1.5)

∑
σi=±1

σi
2 = 1 (4.1.6)

∑
σi=±1

σi
3 = 0 (4.1.7)

∑
σi=±1

σi
4 = 1 (4.1.8)

となる。すなわち、(4.1.4)の右辺の項で同じスピン σi が奇数乗存在するものは０となる。したがって、各項

に対応する図形ではスピン σi の乗数だけ格子点 iからボンドが出ているので、(4.1.4)の右辺で残る項は１つ

の格子点に対し結合するボンドが０本、２本、４本のどれかにより構成されるものとなる。つまり、図 7のよ

うな図形は残らない。よって、

1. ボンドは最近接格子点間のみ結合できる。

2. それぞれの格子点には、偶数 (０、２、４)本のボンドが結合している。 (4.1.9)

3. 垂直方向のボンドの数が v、水平方向のボンドの数が hである。

という条件を満たすボンドの配置により構成される図形の数を Nvh とする。この条件を満たすボンドの配置

の１例は図 8のようになる。これを用いると、分配関数 Z は、

Z = (2 cosh K1 cosh K2)NM
∑
v,h

Nvhzv
1zh

2 (4.1.10)

と書ける。

図 7 高温展開した Ising モデルの１つの項

に対応する図：２重線になっている格子間に

ボンドが形成されているとする。

図 8 高温展開した Ising モデルの１つの項

に対応する図：２重線になっている格子間に

ボンドが形成されているとする。
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4.2 Pfaffianの導入

4.1節で求めた分配関数を表すには Pfaffianを用いると便利である。そこで本節では一般的な Pfaffianの性

質をまとめる。2N × 2N の反対称行列 Aの Pfaffianとは、

PfA ≡
∑

p

′
δpap1p2ap3p4 · · · ap2N−1p2N

(4.2.1)

で定義される。また、この行列 Aの成分は、1 ≤ j < k ≤ 2N において、

akj = −ajk (4.2.2)

akk = 0 (4.2.3)

となっている。(p1, p2, · · · , p2N )は (1, 2, · · · , 2N)の順列であり、
∑′

p は、

p1 < p2, p3 < p4, · · · , p2N−1 < p2N (4.2.4)

p1 < p3 < · · · < p2N−1 (4.2.5)

を満たす、すべての順列の和をとることを表す。δp は順列 pの置換によるパリティを表す。すなわち、順列 p

が偶の置換であれば +1、順列 pが奇の置換であれば −1である。

また、(4.2.4)、(4.2.5)の制限をなくし、

PfA =
1

N !2N

∑
p

δpap1p2ap3p4 · · · ap2N−1p2N (4.2.6)

とすることもできる。ただし、
∑

p はすべての順列の和をとる必要がある。

このように定義された PfAは、

PfA = ±(detA)
1
2 (4.2.7)

という性質を持つ。

これを証明するために、まず任意の行列 Aで成立する Jacobiの定理、

∆ii∆jj − ∆ij∆ji = ∆ij,ij det A (4.2.8)

を導く。

証明）任意の n × nの行列 Aの成分を、

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

 (4.2.9)

とおく。ここで、∆jk を余因子とし、

∆jk = (−1)j+k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1 · · · a1 k−1 a1 k+1 · · · a1 n

...
. . .

...
...

. . .
...

aj−1 1 · · · aj−1 k−1 aj−1 k+1 · · · aj−1 n

aj+1 1 · · · aj+1 k−1 aj+1 k+1 · · · aj+1 n

...
. . .

...
...

. . .
...

an 1 · · · an k−1 an k+1 · · · an n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.2.10)
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とおく。ただし、これは j 行と k列を Aから除いた行列式に (−1)j+k をかけたものである。これを用いると、
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann




∆11 ∆21 · · · ∆n1

∆12 ∆22 · · · ∆n2

...
...

. . .
...

∆1n ∆2n · · · ∆nn

 =


detA 0 · · · 0

0 detA · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · detA

 (4.2.11)

となる。この左辺の対角要素は、

n∑
l=1

ail∆il = detA (4.2.12)

となり、非対角要素 (k > i)は２つの行が等しいため、

n∑
l=1

ail∆kl =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1n

...
. . .

...
ai1 · · · ain

...
. . .

...
ai1 · · · ain

...
. . .

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

← 第 i行

← 第 k 行

= 0 (4.2.13)

となる。これより、(4.2.11)が成立する。k < iも同様にこの関係が成立する。

同様に、
a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

a31 a32 a33 · · · a3n

...
...

...
. . .

...
an1 an2 an3 · · · ann




∆11 ∆21 0 · · · 0
∆12 ∆22 0 · · · 0
∆13 ∆23 1 · · · 0

...
...

...
. . .

...
∆1n ∆2n 0 · · · 1

 =


detA 0 a13 · · · a1n

0 detA a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n

...
...

...
. . .

...
0 0 an3 · · · ann

 (4.2.14)

となる。ここで、

detAB = detAdetB (4.2.15)

という関係より、(4.2.14)の両辺の行列式をとると、∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

a31 a32 a33 · · · a3n

...
...

...
. . .

...
an1 an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆11 ∆21 0 · · · 0
∆12 ∆22 0 · · · 0
∆13 ∆23 1 · · · 0

...
...

...
. . .

...
∆1n ∆2n 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

detA 0 a13 · · · a1n

0 detA a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n

...
...

...
. . .

...
0 0 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.2.16)

となる。ここで、 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 · · · a1n

a21 a22 a23 · · · a2n

a31 a32 a33 · · · a3n

...
...

...
. . .

...
an1 an2 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= detA (4.2.17)
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∆11 ∆21 0 · · · 0
∆12 ∆22 0 · · · 0
∆13 ∆23 1 · · · 0

...
...

...
. . .

...
∆1n ∆2n 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∆11 ∆21

∆12 ∆22

∣∣∣∣ = ∆11∆22 − ∆12∆21 (4.2.18)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

detA 0 a13 · · · a1n

0 detA a23 · · · a2n

0 0 a33 · · · a3n

...
...

...
. . .

...
0 0 an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (detA)2

∣∣∣∣∣∣∣
a13 · · · a1n

...
. . .

...
an3 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ ≡ (detA)2∆12,12 (4.2.19)

となる。ただし、∆ij,kl は Aから i、j 行、k、l列を除いた場合の行列式に (−1)i+j+k+l をかけたものと定義

する。よって、(4.2.16)は、

(detA)(∆11∆22 − ∆12∆21) = ∆12,12(detA)2 (4.2.20)

となる。ここで、detA 6= 0であるとすれば、

∆11∆22 − ∆12∆21 = ∆12,12(detA) (4.2.21)

となる。この関係式は一般の (i, j)に対しても成立するので、

∆ii∆jj − ∆ij∆ji = ∆ij,ij(detA) (4.2.22)

となり、jacobiの定理を示すことができた。（証明終）

次に、n × nのある行列 An の行列式とその転置行列 tAn の行列式の関係を求める。An の成分を {aij}と
し、tAn の成分を {bij}とすると、

bij = aji (4.2.23)

となる。このとき、σ を (1, 2, · · · , n)の順列とすると tAn の行列式は、

dettAn =
∑

σ

δσb1σ1b2σ2 · · · bnσn

=
∑

σ

δσaσ11aσ22 · · · aσnn (4.2.24)

と書ける。ここで、(σ1, σ2, · · · , σn)は全体として (1, 2, · · · , n)であるから、aの添字の順序を入れ替えるこ

とができ、

aσ11aσ22 · · · aσnn = a1σ−1
1

a2σ−1
2

· · · anσ−1
n

(4.2.25)

となる。すなわち、

dettAn =
∑
σ−1

δσ−1a1σ−1
1

a2σ−1
2

· · · anσ−1
n

=
∑

τ

δτa1τ1a2τ2 · · · anτn (4.2.26)

= detAn (4.2.27)
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となる。ただし、順列 σ−1 を順列 τ と置き換えた。これより、一般の行列に対して転置しても行列式は変わ

らないことが分かる。次に、行列 An が反対称行列であれば、

bij = −aij (4.2.28)

となるから、tAn の行列式は、

dettAn =
∑

σ

δσb1σ1b2σ2 · · · bnσn

= (−1)n
∑

σ

δσa1σ1a2σ2 · · · anσn

= (−1)ndetAn (4.2.29)

となる。ただし、δσ は順列 σ の置換のパリティである。この式に (4.2.27) を用いると、n が奇数の場合

detAn = −detAn となり、奇数次元の反対称行列の行列式は０となることが分かる。つまり、jacobiの定理

における ∆ii、∆jj は奇数次元の反対称行列であるから０となる。

次に、反対称行列における ∆ij、∆ji の関係を求める。まず、

∆ij ≡ (−1)i+jdetAij (4.2.30)

∆ji ≡ (−1)i+jdetAji (4.2.31)

とおく。ただし、Aij は行列 Aから i行 j 列を取り除いた行列とする。ここで、Aは偶数次元 (n次元)の反

対称行列であるから、Aij は奇数次元の行列となる。これより、

detAji = (−1)n−1 det tAij

= −detAij (4.2.32)

となる。ただし、(4.2.27)を用いた。したがって、

∆ji = (−1)i+j detAji

= −(−1)i+j detAij

= −∆ij (4.2.33)

となる。したがって、これらの関係を用いると、反対称行列 Aにおける jacobiの定理は、

(∆ij)2 = ∆ij,ijdetA (4.2.34)

となる。両辺のルートをとると、

∆ij = ±(∆ij,ijdetA)
1
2 (4.2.35)

となる。

ここで、i = 1の場合、

detA =
n∑

j=1

a1j∆1j (4.2.36)
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であるから、(4.2.35)を代入すると、

±detA =
n∑

j=1

a1j　 (∆1j,1jdetA)
1
2 (4.2.37)

±(detA)
1
2 =

n∑
j=1

a1j(∆1j,1j)
1
2

=
n∑

j=1

a1j

{
(−1)2+2j detA1j,1j

} 1
2

=
n∑

j=1

(−1)1+ja1j (detA1j,1j)
1
2 (4.2.38)

となる。A1j,1j は行列 Aから 1列、j 列、1行、j 行を除いたものであり反対称行列である。これより、この

式は n × n反対称行列の行列式が (n − 2) × (n − 2)反対称行列の行列式の結合で書けることを表している。

また、

±(detA1j,1j)
1
2 =



n∑
k=2,k 6=j

a2k(∆1j2k,1j2k)
1
2 j 6= 2

n∑
k=3

a3k(∆123k,123k)
1
2 j = 2

=



n∑
k=2,k 6=j

(−1)1+j+2+ka2k(detA1j2k,1j2k)
1
2 j 6= 2

n∑
k=3

(−1)1+2+3+ka3k(detA123k,123k)
1
2 j = 2

(4.2.39)

となる。これを n
2 回繰り返すと、

±(detA)
1
2 =

∑
p

′
(±)pap1p2ap3p4 · · · ap2N−1p2N (4.2.40)

となると考えられる。ただし、
∑

p
′ は、

p1 < p2, p3 < p4, · · · , p2N−1 < p2N (4.2.41)

p1 < p3 < · · · < p2N−1 (4.2.42)

となるようなすべての順列 pで和をとることを表す。また、右辺の (±)pは順列 pに依存する ±符号である。
この (±)p を決めるために、順列 pの制限をなくし、

±(detA)
1
2 =

1
N !2N

∑
p

S(p)ap1p2ap3p4 · · · ap2N−1p2N (4.2.43)

とする。ここで、S(p)は順列 pのみに依存する ±符号であるとし、

S(p) ≡ ±1 (4.2.44)

となる。順列 I を、

I = 1, 2, 3, · · · 2N − 1, 2N (4.2.45)
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とし、この場合の S(I)を、

S(I) ≡ +1 (4.2.46)

と定義する。

まず、ajk により構成される行列 Aを任意の順列 p′ に対して、

a′
jk = ap′

jp′
k

(4.2.47)

により構成される行列 A′ に変換することを考える。このとき、行列式 detA′ は行列式 det Aの２つの行と２

つの列の交換を何回か繰り返したものとなり、行列式の性質より２つの行と２つの列の交換に対して値は変わ

らないので、

det A = det A′ (4.2.48)

となる。ここで、

±(detA)
1
2 =

1
N !2N

∑
p

S(p)ap1p2ap3p4 · · · ap2N−1p2N (4.2.49)

±(detA′)
1
2 =

1
N !2N

∑
p

S(p)a′
p1p2

a′
p3p4

· · · a′
p2N−1p2N

(4.2.50)

=
1

N !2N

∑
p

S(p)ap′
p1

p′
p2

ap′
p3

p′
p4

· · · ap′
p2N−1

p′
p2N

(4.2.51)

=
1

N !2N

∑
p

S(p)a(p′p)1(p′p)2a(p′p)3(p′p)4 · · · a(p′p)2N−1(p′p)2N
(4.2.52)

となるので、(4.2.48)が成立するためには、

±
∑

p

S(p)a(p′p)1(p′p)2a(p′p)3(p′p)4 · · · a(p′p)2N−1(p′p)2N
=

∑
p

S(p)ap1p2ap3p4 · · · ap2N−1p2N
(4.2.53)

となる必要がある。ただし、p′pi
は順列 pに順列 p′ を作用させたものであるから、

p′pi
= (p′p)i (4.2.54)

と書いた。(4.2.53)が成立するためには、左辺で p = p′pとなる項で、

±S(p′p)ap1p2ap3p4 · · · ap2N−1p2N
= S(p)ap1p2ap3p4 · · · ap2N−1p2N

(4.2.55)

となる必要があり、

S(p′p) = ±S(p) (4.2.56)

となればよい。ここで、p = I とすると、

S(p′) = ±1 (4.2.57)

となるので、

S(p′p) = S(p′)S(p) (4.2.58)
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となる。すなわち、２つの順列の積の S(p′p) は、それぞれの順列による S(p)、S(p′) の積で書くことがで

きる。

次に、(j, k)を交換する順列を p(j,k) とすると、２回繰り返せば、

p(j,k)p(j,k)p = Ip = p (4.2.59)

と元に戻るので、

S
(
p(j,k)2

)
= 1 (4.2.60)

となる。また、(j, k)を交換する順列を p(j,k)、(k, l)を交換する順列を p(k,l) とすると、

j k l
a b cy p(j,k)

b a cy p(k,l)

b c ay p(j,k)

c b ay p(k,l)

c a by p(j,k)

a c by p(k,l)

a b c

(4.2.61)

となり、

p(j,k)3p(k,l)3 = I (4.2.62)

となることがわかる。よって、(4.2.58)を用いれば、

S
(
p(j,k)3p(k,l)3

)
= 1

S
(
p(j,k)3

)
S

(
p(k,l)3

)
= 1

S
(
p(j,k)

)
S

(
p(k,l)

)
= 1 (4.2.63)

となる。S(p) = ±1であるから、すべての (j, k)において、

S
(
p(j,k)

)
= 1 (4.2.64)

または、

S
(
p(j,k)

)
= −1 (4.2.65)

となっている必要がある。

ここで、2 × 2の反対称行列 A2 を考える。これは、

A2 =
(

0 a12

a21 0

)
=

(
0 a12

−a12 0

)
(4.2.66)
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となる。これより、

det A2 = a2
12 (4.2.67)

±(detA2)
1
2 = a12 (4.2.68)

となる。ここで、

I = 1, 2 (4.2.69)

p(1,2) = 2, 1 (4.2.70)

と順列を定義すると、

±(detA2)
1
2 =

1
2

∑
p

S(p)ap1p2

=
1
2

{
S(I)a12 + S

(
p(1,2)

)
a21

}
(4.2.71)

=
1
2
a12

{
S(I) − S

(
p(1,2)

)}
(4.2.72)

となる。これより、

±(detA2)
1
2 =

{
0 S

(
p(1,2)

)
= S(I) = 1

a12 S
(
p(1,2)

)
= −S(I) = −1

(4.2.73)

となるため、

S
(
p(1,2)

)
= −1 (4.2.74)

となっている必要がある。これより、同じ aにつく添字の交換に対して S(p(j,k)) = −1となることが分かっ

た。ここで、(4.2.63)に対して (j, k)が同じ aにつく添字であるとすれば、(k, l)は異なる aに付く添字とな

る。よって、異なる aに付く添字の交換に対しても、S(p(k,l)) = −1となる。

したがって、任意の (j, k)において、

S
(
p(j,k)

)
= −1 (4.2.75)

とすればよく、１つの交換に対して −1が付くため、S(I) = +1より、

S(p) = δp (4.2.76)

となる。

よって、

±(detA)
1
2 =

1
N !2N

∑
p

δpap1p2ap3p4 · · · ap2N−1p2N
(4.2.77)

=
∑

p

′
δpap1p2ap3p4 · · · ap2N−1p2N (4.2.78)

となる。この右辺は (4.2.1)右辺と同じであるから、

PfA = ±(detA)
1
2 (4.2.79)

となることが証明された。
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4.3 正方格子の dimer統計

4.3.1 dimer統計とは

dimer統計では、図 9のようにすべての格子点を２つずつつなぎ格子を覆い尽くす (dimer covering)すべ

ての配置を考える。正方格子の場合この図の２重線となっているところにボンドが形成されている。ここで、

図 9のように、垂直方向につながるボンドの Boltzmann因子を z1、水平方向につながるボンドの Boltzmann

因子を z2 とする。このとき、nv を垂直方向に形成されたボンドの数、nh を水平方向に形成されたボンドの

数とし、Nvh をある nv、nh でとることのできる図形の数とする。図 9は nv = 4、nh = 8のとりうる図形の

１例である。これらの関係を用いて、dimer統計における分配関数 ZDS は、

ZDS =
∑
nv

∑
nh

Nvhznv
1 znh

2 (4.3.1)

と定義される。この分配関数は Isingモデルの場合 (4.1.10)と似ているが Isingモデルでは１つの格子点に偶

数本のボンドがつながる図形 (図 8)の和であるが、この場合は１つの格子点から必ず１本のみボンドがつなが

る図形 (図 9)の和となるため意味は異なる。この２つの図形の関係は 4.4節で議論する。

z1

z2

z1

z2

図 9 dimer coveringの例

!
!

!
!

!
!

!
!

!
!

!
!

!
!

! !
! !

! !
! !

! !
! !

図 10 自由端の２次元格子

4.3.2 境界条件が自由端の場合

ここでは、境界条件が自由端の場合の dimer統計における分配関数 ZFree
DS を求める。結果としては、

ZFree
DS = PfA (4.3.2)

と書けることとなる。

図 10のような N 行M 列の２次元格子を考える。図では格子点は (n,m)で表されているが、

(n,m) = m + (n − 1)N (4.3.3)
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と格子点に通し番号を付けることとする。dimer統計では２つずつ格子点をつなぐことになるのだから格子点

番号の順列 pは、

p = |p1, p2|p3, p4| · · · |pNM−1, pNM | (4.3.4)

という形で表される。ただし、pi は順列 pの i番目の成分であるとし、区切られている対がボンドを形成して

いるとする。また、この順列 pは (4.2.4)、(4.2.5)の制限にしたがって形成するとする。このとき、|pk, pk+1|
の dimerが分配関数に与える寄与を a(pk, pk+1)とする。ここで考えている系では、垂直方向にボンドが形成

される場合 z1 の大きさの寄与が、水平方向にボンドが形成される場合 z2 の大きさの寄与が分配関数に加わる

ので、

a(pk, pk+1) =


s(pk, pk+1)z1 |pk, pk+1|が垂直方向のボンドを形成している場合
s(pk, pk+1)z2 |pk, pk+1|が水平方向のボンドを形成している場合
0 pk、pk+1 が垂直、水平方向にボンドを形成しない場合

(4.3.5)

と書くことができる。ただし、

|s(pk, pk+1)| = 1 (4.3.6)

であるとする。ここで、(p1, p2, · · · , pNM )は (1, 2, · · · , NM)の順列であるから、a(pk, pk+1)を成分とする

行列を Aとすると、

A =


a(1, 1) a(1, 2) · · · a(1, NM)
a(2, 1) a(2, 2) · · · a(2, NM)

...
...

. . .
...

a(NM, 1) a(NM, 2) · · · a(NM,NM)

 (4.3.7)

となる。この行列 Aに対する Pfaffianは、

PfA =
∑

p

′
δpa(p1, p2)a(p3, p4) · · · a(pNM−1, pNM ) (4.3.8)

=
∑

p

′
δps(p1, p2)s(p3, p4) · · · s(pNM−1, pNM )znv

1 znh
2 (4.3.9)

となる。ここで、nv、nh はある順列 pの場合の形成されている垂直方向、水平方向のボンドの数を表す。こ

こで、

|δps(p1, p2)s(p3, p4) · · · s(pNM−1, pNM )| = 1 (4.3.10)

であるため、

δps(p1, p2)s(p3, p4) · · · s(pNM−1, pNM ) = ±1 (4.3.11)

となることがわかる。つまり、順列 pに依存する、

γp ≡ δps(p1, p2)s(p3, p4) · · · s(pNM−1, pNM ) (4.3.12)

がとりうる順列 pすべてにおいて同じ符号 (すべて +1または、すべて −1)となれば、

PfA =
∑

p

′
(±1)znv

1 znh
2

= ±
∑
nv

∑
nh

Nvhznv
1 znh

2

= ±ZFree
DS (4.3.13)
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となることがわかる。したがって、

ZFree
DS = ±PfA (4.3.14)

と書けることとなる。

これより、γp がとりうる順列 pすべてにおいて同じ符号となるように s(pk, pk+1)を決めることとする。こ

れは任意のとりうる２つの順列 p(1)、p(2) において、

δp(1)s(p(1)
1 , p

(1)
2 )s(p(1)

3 , p
(1)
4 ) · · · s(p(1)

NM−1, p
(1)
NM ) = δp(2)s(p(2)

1 , p
(2)
2 )s(p(2)

3 , p
(2)
4 ) · · · s(p(2)

NM−1, p
(2)
NM )

(4.3.15)

となるような s(pk, pk+1)を求めればよい。任意のとりうる２つの順列 p(1)、p(2) に対してこの式を満たすよ

うな s(pk, pk+1)を決めることができれば、任意の順列 pに対する γp はすべて同じ値となる。つまり、ある

１つの順列に対する γp の値を求めれば、すべての任意の順列に対する γp の値が決まる。

まず、任意の２つの順列 p(1)、p(2) が形成する図形について考えることとする。このように２つの順列によ

り形成される図形を transition graphと呼ぶこととする。図 11は transition graphの例である。実線は順列

p(1) によるボンドを、破線は順列 p(2) によるボンドをそれぞれ表している。この transition graphは一般に、

1. ２つのサイトが実線、破線の両方のボンドでつながれている。これを double bondと呼ぶ。

2. 実線、破線のボンドが交互に polygonを形成している。これを transition cycleと呼ぶ。

の２種類の図形により形成される。ただし、この２番目の polygonを transition cycleと呼ぶのは、p(1) の順

列を時計回りまたは反時計回りにボンド１本分移動すると、p(2) になるためである。また、transition cycle

が自身で交わることも、１つの transition graph内で transition cycle同士が交わることもない。transition

cycle が交わるためには１つの格子点から２つの順列からそれぞれ２つずつボンドがつながる必要があるが、

このようなつながり方は dimer統計では考えないためである。

まず、順列 pは (4.2.4)、(4.2.5)の制限により形成されるが、dimer統計を考える場合この制限では扱いに

くいため、制限を変えることとする。新しい制限として (4.2.5)のかわりに、

1. double bondでは左から右の順に格子点を数え上げる。

2. transition cycleでは transition cycleを時計回りに回る方向に格子点を数え上げる。
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図 11 transition graph の例 : 実線の順列

を p(1)、̄p(1)、破線の順列を p(2)、̄p(2) とする。

!

"#

$

図 12 最も簡単な transition cycle : 実線の

順列を p(1)、p̄(1)、破線の順列を p(2)、p̄(2) と

する。
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という制限を導入し、この制限により形成される順列を p̄と表すことにする。このとき、１つの順列 pに対

し、ただ１つの順列 p̄が決まることとなる。この順列 p、p̄の関係の例を図 12の transition cycleを用いて表

すと、

p(1) = |p(1)
1 , p

(1)
2 |p(1)

3 , p
(1)
4 | = |1, 2|3, 4| p(2) = |p(2)

1 , p
(2)
2 |p(2)

3 , p
(2)
4 | = |1, 3|2, 4| (4.3.16)

p̄(1) = |p̄(1)
1 , p̄

(1)
2 |p̄(1)

3 , p̄
(1)
4 | = |2, 1|3, 4| p̄(2) = |p̄(2)

1 , p̄
(2)
2 |p̄(2)

3 , p̄
(2)
4 | = |1, 3|4, 2| (4.3.17)

となる。

次に、δps(p1, p2)s(p3, p4) · · · s(pNM−1, pNM ) と δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM ) の関係について

考えることとする。p、p̄は dimerを構成する格子点の組である |pk, pk+1|と |p̄k, p̄k+1|は同じであるが数え
方が逆になる部分がある。(4.3.16)、(4.3.17)において数え方が逆になっている部分は p(1)、p̄(1) 間では |1, 2|
の組、p(2)、p̄(2) 間では |2, 4|の組である。ここで、pでは必ず pk < pk+1 である必要があるのに対し、p̄で

は transition cycle を時計回りに数え上げるため、p̄k > p̄k+1 となる部分が存在する。この部分が (4.3.16)、

(4.3.17)において数え方が逆になっている部分である。これより、

p̄k < p̄k+1では、 p̄k = pk p̄k+1 = pk+1

p̄k > p̄k+1では、 p̄k = pk+1 p̄k+1 = pk

となる。(4.3.16)、(4.3.17)においては上に対応するのが |p̄(1)
3 , p̄

(1)
4 |、|p̄(2)

1 , p̄
(2)
2 |、下に対応するのが |p̄(1)

1 , p̄
(1)
2 |、

|p̄(2)
3 , p̄

(2)
4 |である。ここで、

s(pk, pk+1) = −s(pk+1, pk) (4.3.18)

となる場合を考えることとする。このとき、p̄k < p̄k+1 となる部分では、

s(p̄k, p̄k+1) = s(pk, pk+1) (4.3.19)

となり、p̄k > p̄k+1 となる部分では、

s(p̄k, p̄k+1) = s(pk+1, pk) = −s(pk, pk+1) (4.3.20)

となる。つまり、p̄k > p̄k+1 となる部分が n個あれば、

s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM ) = (−1)ns(p1, p2)s(p3, p4) · · · s(pNM−1, pNM ) (4.3.21)

となる。また、p̄k > p̄k+1 となる部分が n個あれば順列 pを n回置換すると p̄となるから、δp、δp̄ は、

δp̄ = (−1)nδp (4.3.22)

という関係を持つ。したがって、

γp̄ = δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM ) = (−1)n(−1)nδps(p1, p2)s(p3, p4) · · · s(pNM−1, pNM )

= δps(p1, p2)s(p3, p4) · · · s(pNM−1, pNM ) = γp (4.3.23)

となる。実際に図 12の例で考えると、

δp̄(1)s(p̄(1)
1 , p̄

(1)
2 )s(p̄(1)

3 , p̄
(1)
4 ) = δp̄(1)s(2, 1)s(3, 4)

= −δp(1){−s(1, 2)}s(3, 4)

= δp(1)s(1, 2)s(3, 4) = δp(1)s(p(1)
1 , p

(1)
2 )s(p(1)

3 , p
(1)
4 ) (4.3.24)
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δp̄(2)s(p̄(2)
1 , p̄

(2)
2 )s(p̄(2)

3 , p̄
(2)
4 ) = δp̄(2)s(1, 3)s(4, 2)

= −δp(2)s(1, 3){−s(2, 4)}

= δp(2)s(1, 3)s(2, 4) = δp(2)s(p(2)
1 , p

(2)
2 )s(p(2)

3 , p
(2)
4 ) (4.3.25)

となり (4.3.23)が成立していることがわかる。よって、この順列 p̄により PfAは、

PfA =
∑

p

′
δpa(p1, p2)a(p3, p4) · · · a(pNM−1, pN ) (4.3.26)

=
∑

p̄

′
δp̄a(p̄1, p̄2)a(p̄3, p̄4) · · · a(p̄NM−1, p̄N ) (4.3.27)

=
∑

p̄

′
δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM )znv

1 znh
2 (4.3.28)

となる。ただし、
∑

p̄
′ は新しい制限を満たすすべての順列 p̄で和をとることを表す。これより、順列 pによ

り γp がすべて同じ符号となる代わりに、順列 p̄により、

γp̄ = δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM ) (4.3.29)

がすべて同じ符号となっても分配関数は同様に Pfaffianで書けることとなる。

これより、すべての順列 p̄において γp̄ が同じ符号となるように、すべてのボンドに対する s(p̄k, p̄k+1)を

決めていく。ここで、すべての順列 p̄において γp̄ が同じ符号となるには、任意の順列 p̄(1)、p̄(2) において、

δp̄(1)s(p̄(1)
1 , p̄

(1)
2 )s(p̄(1)

3 , p̄
(1)
4 ) · · · s(p̄(1)

NM−1, p̄
(1)
NM ) = δp̄(2)s(p̄(2)

1 , p̄
(2)
2 )s(p̄(2)

3 , p̄
(2)
4 ) · · · s(p̄(2)

NM−1, p̄
(2)
NM )

(4.3.30)

となればよい。また、任意の２つの順列 p̄(1)、p̄(2) が形成する図形は２つの順列 p̄(1)、p̄(2) が形成する図形と

同様に double bondと transition cycleにより形成される。ここで、double bondを形成するボンドの部分に

おいてはどんな s(p̄k, p̄k+1)に対しても (4.3.30)は成立している。例として図 11の transition graphを考え

ると、

δp̄(1)s(p̄(1)
1 , p̄

(1)
2 )s(p̄(1)

3 , p̄
(1)
4 ) · · · s(p̄(1)

23 , p̄
(1)
24 ) = δp̄(1)s(2, 1)s(4, 10)s(6, 5)s(7, 8)s(9, 3)s(11, 17)

× s(13, 14)s(15, 21)s(16, 22)s(18, 12)s(19, 20)s(23, 24)
(4.3.31)

δp̄(2)s(p̄(2)
1 , p̄

(2)
2 )s(p̄(2)

3 , p̄
(2)
4 ) · · · s(p̄(2)

23 , p̄
(2)
24 ) = δp̄(2)s(1, 7)s(3, 2)s(5, 4)s(8, 9)s(10, 16)s(11, 17)

× s(12, 6)s(13, 14)s(15, 21)s(19, 20)s(22, 23)s(24, 18)
(4.3.32)

となる。ここで、一般に s(p̄k, p̄k+1) の交換により順列は変化するが交換に伴う置換は偶の置換であるから、

δp̄ の値は変化しない。つまり、s(p̄k, p̄k+1)は自由に交換しても値が変わることはない。これより、transition

cycleを形成するボンドを前の方に集めそれぞれの transition cycleを時計回りに回る順に並べ、double bond

を形成するボンドは後ろの方に集めても値は変わらないので、

δp̄(1)s(p̄(1)
1 , p̄

(1)
2 )s(p̄(1)

3 , p̄
(1)
4 ) · · · s(p̄(1)

23 , p̄
(1)
24 ) = δp̄(1)s(2, 1)s(7, 8)s(9, 3)s(4, 10)s(16, 22)s(23, 24)

× s(18, 12)s(6, 5)s(11, 17)s(13, 14)s(15, 21)s(19, 20)
(4.3.33)

δp̄(2)s(p̄(2)
1 , p̄

(2)
2 )s(p̄(2)

3 , p̄
(2)
4 ) · · · s(p̄(2)

23 , p̄
(2)
24 ) = δp̄(2)s(1, 7)s(8, 9)s(3, 2)s(10, 16)s(22, 23)s(24, 18)

× s(12, 6)s(5, 4)s(11, 17)s(13, 14)s(15, 21)s(19, 20)
(4.3.34)
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と書くことができる。ここで、double bond を形成する部分 (上２式の後ろ４つ) は２つの順列 p̄(1)、p̄(2)

で同じであるから、double bond を形成する部分ではどんな s(p̄k, p̄k+1) でも (4.3.30) が成立する。次に、

transition cycle を形成する部分について考える。まず、簡単のため最も基本的な transition cycleについて

考える。これを elementary polygonと呼び、図に表すと図 12のような polygonである。このとき、実線を

p̄(1)、点線を p̄(2) とすると、

p̄(1) = |2, 1|3, 4| (4.3.35)

p̄(2) = |1, 3|4, 2| (4.3.36)

となり、p(2) は p(1) を１つ cyclicに左へずらしたものとなっている。これは明らかに一般の transition cycle

についても成立し、n個の格子点からなる transition cycleを形成する順列 p̄(1)、p̄(2) は、

p̄(1) = |p̄(1)
1 , p̄

(1)
2 |p̄(1)

3 , p̄
(1)
4 | · · · |p̄(1)

n−1, p̄
(1)
n | (4.3.37)

p̄(2) = |p̄(1)
2 , p̄

(1)
3 |p̄(1)

4 , p̄
(1)
5 | · · · |p̄(1)

n , p̄
(1)
1 | (4.3.38)

となる。p̄(2) から、p̄(1) への置換は奇の置換であるので、

δp̄(1) = −δp̄(2) (4.3.39)

という関係が成立する。t個の transition cycleを含んだ transition graphに対しては、

δp̄(1) = (−1)tδp̄(2) (4.3.40)

となる。実際、(4.3.33)、(4.3.34)により形成される transition graphは transition cycleが２個ある場合で

あり、それぞれの順列は、

p̄(1) = |2, 1|7, 8|9, 3|4, 10|16, 22|23, 24|18, 12|6, 5|11, 17|13, 14|15, 21|19, 20| (4.3.41)

p̄(2) = |1, 7|8, 9|3, 2|10, 16|22, 23|24, 18|12, 6|5, 4|11, 17|13, 14|15, 21|19, 20| (4.3.42)

である。よって、p̄(2) を偶数回置換したものが p̄(1) となっていることがわかり (4.3.40)が成立していること

がわかる。

したがって、どんな場合でも (4.3.30)が成立するためには、n個の格子点からなる１つの transition cycle(n

は偶数ならどんな数でもよい)に対して、

s(p̄(1)
1 , p̄

(1)
2 )s(p̄(1)

3 , p̄
(1)
4 ) · · · s(p̄(1)

n−1, p̄
(1)
n ) = −s(p̄(2)

1 , p̄
(2)
2 )s(p̄(2)

3 , p̄
(2)
4 ) · · · s(p̄(2)

n−1, p̄
(2)
n ) (4.3.43)

となっていればよい。これは、(4.3.40)、(4.3.43)より transition graphが t個の transition cycleを含む場合、

δp̄(2)s(p̄(2)
1 , p̄

(2)
2 )s(p̄(2)

3 , p̄
(2)
4 ) · · · s(p̄(2)

NM−1, p̄
(2)
N ) = (−1)tδp̄(1)(−1)ts(p̄(1)

1 , p̄
(1)
2 )s(p̄(1)

3 , p̄
(1)
4 ) · · · s(p̄(1)

NM−1, p̄
(1)
N )

= δp̄(1)s(p̄(1)
1 , p̄

(1)
2 )s(p̄(1)

3 , p̄
(1)
4 ) · · · s(p̄(1)

NM−1, p̄
(1)
N ) (4.3.44)

となるからである。

よって、すべての transition cycleに対して (4.3.43)が成立するように s(p̄k, p̄k+1)を決めればよい。ここ

で、(4.3.6)より、

s2(p̄(1)
k , p̄

(1)
k+1) = 1 (4.3.45)
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となるから、(4.3.43)が成立するためには、１つの transition cycleにおいて、

n∏
k=1

s(p̄(1)
k , p̄

(1)
k+1) = −1 (4.3.46)

となる必要がある。ただし、p̄
(1)
n+1 = p̄

(1)
1 とする。この関係を満たす s(p̄k, p̄k+1)が決められれば、任意の順列

p̄に対する γp̄ はすべて同じ値となり、分配関数は決められた s(p̄k, p̄k+1)による (4.3.5)を成分とする行列の

Pfaffianで書けることがわかる。

これより、任意の transition cycle で (4.3.46) を満たすように s(p̄k, p̄k+1) を決めるのであるが、

|s(p̄k, p̄k+1)| = 1であるから、ここでは s(p̄k, p̄k+1)が実数の場合を考えることとし、

s(p̄k, p̄k+1) = ±1 (4.3.47)

であるとする。ここで、すべてのボンドに矢印をつけ s(p̄k, p̄k+1)を表すこととする。このとき、s(p̄k, p̄k+1) =

1となる方向に矢印をつける。つまり、p̄k → p̄k+1 に矢印が向いているボンドでは、

s(p̄k, p̄k+1) = −s(p̄k+1, p̄k) (4.3.48)

となる。したがって、transition cycleを時計回りに回る際、回る方向と同方向の矢印のボンドは s(p̄k, p̄k+1) =

1、回る方向と逆方向の矢印のボンドは s(p̄k, p̄k+1) = −1の寄与をする。つまり、transition cycleを時計回

りに数え上げる際 (4.3.46)が成立するためには、反時計回りの方向の矢印が奇数個 transition cycleに存在し

ている必要がある。ただし、transition cycleを構成するボンドの数は偶数個であるから、時計回りの方向の

矢印の数が奇数個であれば、反時計回りの方向の矢印は奇数個となり、(4.3.46)は成立する。

ここで、orientation parityという考え方を導入する。これは、transition cycleを任意の方向に１周する際、

１周する方向と同じ方向の矢印からの寄与を +1、逆の方向の矢印からの寄与を −1 としたとき、transition

cycleを構成するすべてのボンドの寄与の積で定義される。したがって、１周する方向と逆の方向の矢印が奇

数個あれば orientation parityは −1、１周する方向と逆の方向の矢印が偶数個あれば orientation parityは

+1である。ただし、transition cycleは偶数個のボンドからなるので、１周する方向と同じ方向の矢印が奇数

個 (逆の方向の矢印は奇数個)であれば orientation parityは−1、１周する方向と同じ方向の矢印が偶数個 (逆

の方向の矢印は偶数個)であれば orientation parityは+1である。これより、transition cycleの orientation

parityが −1であれば、その transition cycleは奇数個の時計回りの方向の矢印を持つこととなり、(4.3.46)

が成立する。よって、すべての transition cycleの orientation parityが −1となるように s(p̄(1)
k , p̄

(1)
k+1)を次

のような手順で定める。

まず、elementary polygon について orientation parity が −1 となることを要求する。このためには

elementary polygonを１周するとき逆向きの矢印が１個または３個あればよいので、図 13、図 14の２通り

の配置がある。このような elementary polygonにおいて常にこの関係が成立しているように格子に矢印を描

いたものが図 15がである。

このとき、図 15のように s(p̄k, p̄k+1)を定義したとき一般の transition cycle(elementary polygonでない)

が (4.3.46)を満たしていれば、この s(p̄k, p̄k+1)による a(p̄k, p̄k+1)を成分とする行列 Aの Pfaffianのすべて

の項は同符号となる。よって、一般の transition cycle(elementary polygonでない)が (4.3.46)を満たしてい

ることを確かめればよい。ここで、次の２つの定理が成り立つ。
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s = -1

s = +1

s = +1

s = +1

s = -1

s = -1

s = +1

s = -1

図 13 elementary polygonの例１ : 時計回

りの方向の矢印３個、反時計回りの方向の矢

印１個によりこの polygonからの寄与は－１

となる。つまり、orientation parityは−1で

ある。

s = -1

s = +1

s = +1

s = +1

s = -1

s = -1

s = +1

s = -1

図 14 elementary polygonの例２ : 時計回

りの方向の矢印１個、反時計回りの方向の矢

印３個によりこの polygonからの寄与は－１

となる。つまり、orientation parityは−1で

ある。

z1

z2

!n , m"

z1

z2

図 15 自由端の正方格子


s(n,m;n + 1,m) = −s(n + 1,m;n,m) = (−1)m−1

s(n,m;n, m + 1) = −s(n,m + 1; n,m) = 1
s(n,m;n′,m′) = 0 最近接格子でない場合

(4.3.49)

〈定理 [A] 〉 ：２次元格子においてはどんな transition cycleにおいても、transition cycleに囲まれた格子点の数は

偶数である。

証明）transition cycleに囲まれた格子点の数が奇数であると囲まれた格子点で dimerを形成する際、形成さ

れない格子点が存在してしまう。よって、transition cycle内で dimerが形成されるには transition cycleに

囲まれた格子点の数が偶数でなければならない。（証明終）

〈定理 [B] 〉 ：どんな polygon(transition cycleである必要はない)に対しても polygonに囲まれた格子点の数が偶

数なら、polygonの時計回り方向の矢印の数は奇数 (orientation parity −1)であり、polygonに囲まれ

た格子点の数が奇数なら、polygonの時計回り方向の矢印の数は偶数 (orientation parity +1)である。

証明）Γn を n個の elementary polygonからできた polygonを表すものとする。これより、Γ1 は elementary

polygonである。このとき、Γn と Γ1 が結合し Γn+1 を形成する過程を考える。Γn+1 を形成する際 Γn、Γ1

が共有するボンドは消滅する。ここで、Γn の時計回りの方向の矢印の数を an、Γ1 の時計回りの方向の矢印

の数を a1、Γn、Γ1 が共有しているボンドの数を cとする。つまり、Γn の orientation parityは an が偶数な
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ら +1、奇数なら −1、Γ1 の orientation parityは a1 が偶数なら +1、奇数なら −1である。このとき、共有

しているボンドは、Γn で時計回りの方向の矢印であれば Γ1 では反時計回りの方向の矢印であり、Γn で反時

計回りの方向の矢印であれば Γ1 では時計回りの方向の矢印である。これは、Γ1 が必ず Γn の外側に結合され

るためである。これより、Γn+1 の時計回り方向の矢印の数は an+1 = an + a1 − cとなる。つまり、Γn+1 の

orientation parityは an+1 が偶数なら +1、奇数なら −1である。これは共有している c本のボンドに対して

Γn(Γ1)で時計回り方向の矢印は Γ1(Γn)で反時計回りであるからである。

次に、Γn、Γ1 が共有するボンド数と Γn+1 に囲まれた格子点の数の関係について図示したのが図 16～図 18

である。これらの図より、Γn が Γ1 を結合し Γn+1 となる際 Γn から増えた格子点数は c − 1であることがわ

かる。したがって、Γn に囲まれた格子点の数を pn とすると、Γn+1 に囲まれた格子点の数は pn = pn + c− 1

となる。

! 

"
n

! 

"
n

! 

"
n

! 

"
1

! 

"
1

! 

"
1

図 16 Γn、Γ1 が共有し

ているボンドが１つの場

合 : 結合後 Γn+1 に囲ま

れた格子点数は pn +0個

である。

! 

"
n

! 

"
n

! 

"
n

! 

"
1

! 

"
1

! 

"
1

図 17 Γn、Γ1 が共有し

ているボンドが２つの場

合 : 結合後 Γn+1 に囲ま

れた格子点数は pn +1個

である。Γn から増えた

格子点は黒点 (１点)で示

してある。

! 

"
n

! 

"
n

! 

"
n

! 

"
1

! 

"
1

! 

"
1

図 18 Γn、Γ1 が共有し

ているボンドが３つの場

合 : 結合後 Γn+1 に囲ま

れた格子点数は pn + 2

個である。Γn から増え

た格子点は黒点 (２点)で

示してある。

ここで、任意の nに対して、{
anが偶数のとき、pnは奇数 (pnが偶数のとき、anは奇数)
anが奇数のとき、pnは偶数 (pnが奇数のとき、anは偶数)

(4.3.50)

を示す。ここでは数学的帰納法を用いる。

[ 1 ] an が奇数 (a1)、偶数 (a4)である最も簡単な polygonに対して orientation parityと polygonに囲ま

れた格子点数の関係を考えたものが図 19、図 20であり、(4.3.50)は成立している。

[ 2 ] Γn において (4.3.50)が成立していると仮定する。

このとき、Γn+1 において an+1 の偶奇と pn+1 の偶奇の関係について考えることとする。ただし、ここ

で考えている系では Γ1 の orientation parityは −1なので a1 は常に奇数である。

a) an+1 が偶数 (Γn+1 の orientation parityが +1)のとき

この場合、an が偶数で cが奇数、an が奇数で cが偶数の２通りの場合が考えられる。前者のとき

は Γn に対する仮定より pn が奇数であるから、

pn+1 = pn + c − 1 = (奇数) + (奇数) − 1 = (奇数)
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!n , m"

z1

z2

図 19 時計回りの方向の矢印の数が奇数

個 (orientation parity が −1) の最も簡単な

polygon の例 (a1 = 3)：polygon に囲まれ

た格子点の数は偶数個 (格子点数０) である。

よって、a1 = 3(奇数) のとき p1 = 0(偶数)

となる。

! 

"
n

! 

"
1

図 20 時計回りの方向の矢印の数が偶数

個 (orientation parity が +1) の最も簡単な

polygon の例 (a4 = 4)：polygon に囲まれ

た格子点の数は奇数個 (格子点数１) である。

よって、a4 = 4(偶数) のとき p4 = 1(奇数)

となる。

となる。また、後者のときは Γn に対する仮定より pn が偶数であるから、

pn+1 = pn + c − 1 = (偶数) + (偶数) − 1 = (奇数)

となる。つまり、an+1 が偶数のとき、pn+1 は奇数 (pn+1 が偶数のとき、an+1 は奇数)となる。

b) an+1 が奇数 (Γn+1 の orientation parityが −1)のとき

この場合、an が偶数で cが偶数、an が奇数で cが奇数の２通りの場合が考えられる。前者のとき

は Γn に対する仮定より pn が奇数であるから、

pn+1 = pn + c − 1 = (奇数) + (偶数) − 1 = (偶数)

となる。また、後者のときは Γn に対する仮定より pn が偶数であるから、

pn+1 = pn + c − 1 = (偶数) + (奇数) − 1 = (偶数)

となる。つまり、an+1 が奇数のとき、pn+1 は偶数 (pn+1 が奇数のとき、an+1 は偶数)となる。

すなわち、Γn+1 に対して、(4.3.50)は成立している。

したがって、一般の nに対して (4.3.50)は成立する。この簡単な例を図 21に示す。（証明終）

! 

"
n

! 

"
1

! 

"
n+1

a8 = 8、a1 = 3、c = 2であり、a9 = a8 + a1 − c = 9

となる。また、p8 = 3であるから、p9 = p8 +c−1 = 4

となる。つまり新しく形成された Γn+1 に囲まれた格

子点数は偶数個 (4個)であり、時計回りの方向の矢印

は奇数個 (9個)であることがわかる。

図 21 Γn(n = 8)、Γ1 の２つのボンドを消滅させて結合する簡単な例
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〈 定理 [A] 〉 より、transition cycle に囲まれた格子点数は偶数である必要があるから、〈 定理 [B] 〉 より、
どんな transition cycleにおいても時計回り方向の矢印の数は奇数 (orientation parity −1)であるといえる。

よって、どんな transition cycleにおいても (4.3.46)を満たす。つまり、任意の transition cycleを形成する

２つの順列において (4.3.46)が成立する。

したがって、(4.3.49)のように s(n, m;n′,m′)を定義すれば、Pfaffianのすべての項で γp̄ が同符号となる。

ここで、基準となる dimer配置として図 22で描かれた順列、

c0 = |1, 2|3, 4| · · · |NM − 1, NM | (4.3.51)

をとる。この順列に対しては、

δc0s(1, 2)s(3, 4) · · · s(NM − 1, NM) = 1 (4.3.52)

であるから、Pfaffianのすべての項で、

γp̄ = δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM ) = 1 (4.3.53)

となることがわかる。よって、

PfA =
∑

p̄

znv
1 znh

2

=
∑
nv

∑
nh

Nvhznv
1 znh

2

= ZFree
DS (4.3.54)

となる。ただし、この行列 Aの成分は s(n,m;n′,m′)の定義が (4.3.49)のようになるから、
a(n,m;n + 1,m) = −a(n + 1,m;n,m) = (−1)m−1z1

a(n,m;n,m + 1) = −a(n,m + 1; n,m) = z2

a(n,m;n′,m′) = 0 最近接格子でない場合

(4.3.55)

となる。また、行列 Aは (4.2.2)、(4.2.3)の関係を満たす NM × NM の非対称行列である。

したがって、dimer統計の自由端の場合の分配関数は、この行列 Aを用いて、

ZFree
DS = PfA (4.3.56)

となる。

z1

z2

図 22 c0 の順列
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この節をまとめると、次のフローチャートで表される。

1. (4.3.5)の成分を持つ行列 Aで ZFree
DS が、ZFree

DS = PfAと書けるには、(4.3.12)で定義される γp がすべ

ての順列 pで同符号となる必要がある。

2. 順列を形成する制限を (4.2.4)、(4.2.5)による順列 pから、(4.2.4)と、”2a) double bondでは左から

右の順に格子点を数え上げる、2b) transition cycleでは transition cycleを時計回りに回る方向に格子

点を数え上げる” による順列 p̄に変える。

3. 制限を変えても (4.3.23)が成立するため、順列 p̄でも (4.3.27)のように順列 pと同様の形で Pfaffian

は書ける。

4. (4.3.12)がすべての順列 pで同符号となるには、(4.3.29)で定義される γp̄ がすべての順列 p̄で同符号

となる必要がある。つまり、すべての transition cycleで (4.3.46)が成立している必要がある。

5. １つの elementary polygonに対して (4.3.46)が成立するためには、図 15、(4.3.49)のように s(p̄k, p̄k+1)

を定義すればよい。

6. 図 15、(4.3.49)のとき、〈定理 [A] 〉、〈定理 [B] 〉によりすべての transition cycleで (4.3.46)が成立

し、γp̄ がすべての順列 p̄で同符号となる。

7. 基準として c0 の配置をとると (4.3.53)より γp̄ はすべての順列 p̄で +1となる。

8. (4.3.55)を成分とする行列 Aで ZFree
DS = PfAが成立する。

4.3.3 環状な境界条件の場合

垂直方向または水平方向のどちらかが環状につながっている境界条件をとる場合を考える。ここでは、水平

方向が環状となっている境界条件、

(n,M + 1) = (n, 1) (4.3.58)

を考える。また、垂直方向が環状となっている場合も同様に議論できる。ここで、境界条件が環状な場合の分

配関数を ZCyclic
DS とするとき、自由端の場合と同様に、

ZCyclic
DS = PfA (4.3.59)

と書きたい。これが成立するためには、すべての transition cycleに対して、ループする場合も含めて (4.3.46)

が成立すればよい。まず、4.3.2節よりすべての elementary polygonについて時計回りの方向の矢印の数が

奇数個 (orientation parity −1)である必要があるから、境界での elementary polygonも時計回りの方向の矢

図 23 環状の場合の境界条件１

a(n,M ;n, 1) = −a(n, 1;n,M) = z2 (4.3.57)
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図 24 環状の場合の境界条件２

a(n, M ;n, 1) = −a(n, 1;n, M) = −z2 (4.3.60)

印の数が奇数個 (orientation parity −1) である必要がある。境界をまたがない transition cycle については

自由端の場合と同じであるから (4.3.55)のようにとればよい。よって、図 23、図 24の２通りの境界条件が考

えられる。

つまり、境界をまたぐ transition cycleが (4.3.46)を満たせば分配関数は (4.3.59)と書ける。ここで、境界

をまたぐ transition cycleは図 25、図 26の２通りが考えられる。

(a)

(b)

図 25 境界をまたぐ transition cycle １ (境

界をループしない場合)

(a)

(b)

図 26 境界をまたぐ transition cycle ２ (境

界をループする場合)

!"

! 

"
n

! 

"
1

! 

"
n+1

!"

図 27 境界条件２の場合、境界を含む poly-

gon に囲まれた格子点の数が偶数の最も簡単

な polygonの例 (囲まれた格子点数０)：時計

回りの方向の矢印の数は３つであり奇数個で

あるため、orientation parityは −1である。

!"

! 

"
n

! 

"
1

! 

"
n+1

!"

図 28 境界条件２の場合、境界を含む poly-

gon に囲まれた格子点の数が奇数の最も簡単

な polygonの例 (囲まれた格子点数１)：時計

回りの方向の矢印の数は４つであり偶数個で

あるため、orientation parityは +1である。
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この２つの図の違いは、図 25 の transition cycle は自身で閉じているのに対し、図 26 の transition

cycle は格子を二つに分けることにより形成されている。すなわち、図 26 は水平方向に１回ループする

ことにより transition cycle を形成している。また、どちらの場合も transition cycle に囲まれた格子点

数はこれらが dimer を形成しなくてはならないので偶数である必要がある。図 25 のようなループしない

polygon(transition cycleでなくてもよい)は、4.3.2節の自由端の場合と同じように考えることができる。境

界をまたぐ polygonに囲まれた格子点数が偶数個および奇数個の場合の orientation parityは境界条件１の場

合は自由端のときと同じ polygonであり、境界条件２の場合は図 27、図 28に示すように自由端のときと同じ

orientation parityをもつため、境界をまたいで形成される polygonにおいても 〈定理 [B] 〉が成立している。
よって、

〈定理 [C] 〉 ：垂直方向または水平方向のどちらかが環状の場合、境界をまたぐループしない polygonは 〈定理 [B] 〉
を満たす。

が成立する。よって、transition cycleに囲まれた格子点数は偶数個であることを考慮すると、すべてのルー

プしない transition cycleの orientation parityは −1であることがわかる。したがって、この場合とりうる

ループしない transition cycleは (4.3.46)を満たしていることがわかる。

次に、図 26のようにループする transition cycleを考える。ここで、このような transition cycleを class2

の transition cycle と呼び、図 26(a) のような最短でループする transition cycle を class2 の elementary

transition cycle と呼ぶ。これに対しループしない任意の polygon を class1 の polygon と呼ぶこととする。

class1 の polygon は自由端の場合に形成される polygon および、図 25 のようにループせずに自身で閉じて

いる polygon である。ただし、class1 の polygon は内部に奇数、偶数の格子点を持ってよいため必ずしも

transition cycle ではない。このとき、図 29 のように、図 26(b) のような任意の class2 の transition cycle

は、１つの class2の elementary transition cycleといくつかの class1の polygonを結合させ、共有するボン

ドを消滅させることにより得ることができる。

(a)

(b)

(c) (a)は class2の elementary transition cycle、(b)、(c)

は class1の polygonであり、共有しているボンドを消

滅させることで図 26(b) の class2 の transition cycle

となる。

図 29 polygonの結合例

まず、class2の elementary transition cycleの orientation parityが −1となるためには、境界条件２ (図

24)をとる必要がある。境界条件１では class2の elementary transition cycleの orientation parityが +1と

なってしまう。そのため、これ以降境界条件２で考えていく。ここで、任意の class2の transition cycleを作

る場合、class1の polygonと class2の elementary transition cycleが奇数個の共有ボンドを消滅させて結合

する場合と偶数個の共有ボンドを消滅させて結合する場合で扱いが変わる。

[ 1 ] 奇数個の共有ボンドを消滅させる場合

これは図 29の (a) と (b)の結合に対応する。ここで、class2 の transition cycleは格子を２つに分け
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て形成されるので、分けられた２つの格子はそれぞれ偶数個の格子点を持っている必要がある。これ

は分けられたそれぞれの格子に偶数個の格子点が存在しないと dimerが形成されないためである。ま

た、共有ボンド上の格子点数が偶数であるため、結合する class1 の polygon が奇数個の格子点を囲

んでいると、分けられた２つの格子は奇数個の格子点を持ってしまう。したがって、この場合結合で

きる class1 の polygon は内部に偶数個の格子点を持つもののみである。また、class2 の elementary

transition cycleの上に class1の polygonが結合する場合と下に class1の polygonが結合する場合で

扱いが異なる。

1a) class2の elementary transition cycleの上に class1の polygonが結合する場合

結合する class1の polygonで class2の transition cycleと共有しないボンドの時計回りの方向の

矢印がそのまま新しく形成された class2の transition cycleにおいて時計回りの方向の矢印 (左か

ら右へ向かう方向の矢印を時計回りの方向の矢印と定義する。)となる。また、class1の polygon

と class2の transition cycleが共有するボンドは class1の polygonで時計回り (反時計回り)の矢

印の場合、class2 の transition cycle では反時計回り (時計回り) の矢印である。これより、共有

している１つのボンドに対して、class1の polygonまたは class2の elementary transition cycle

のどちらかのみで時計回りの方向の矢印の数を必ず１回多く数えている。そのため、class2 の

elementary transition cycleの時計回り方向の矢印の数を a、class1の polygonの時計回りの方向

の矢印の数を b、class2の elementary transition cycleと class1の polygonが共有しているボン

ドの数を c とすると、新しく形成される class2 の transition cycle の時計回りの方向の矢印 d は

d = a + b − cとなる。ここで、内部に偶数個の格子点を持つ class1の polygonは時計回りの方向

の矢印を奇数個持つため、a、b、cはすべて奇数個であるから dも奇数個となる。すなわち、この

場合新しく形成される class2の transition cycleの時計回りの方向の矢印の数は奇数 (orientation

parity −1)であり、(4.3.46)を満たす。図 30はこの場合の簡単な１例である。図 30では、境界を

またがない class1の polygonを結合する場合を考えたが、境界をまたぐ class1の polygonを結合

する場合も同様の議論により確かめられる。

!"#

!$# !%#

(a) が class2 の elementary transition cycle、(b) が

class1の polygon、(c)が (a)、(b)が結合することによ

り新しく形成される class2の transition cycleである。

この場合、a = 5、b = 3、c = 1 であるから、d = 7

であり、(c)の時計回りの方向の矢印の数は奇数となり

orientation parityは −1となる。

図 30 class2 の elementary transition cycle の上に内部に偶数個の格子点を持つ class1 の polygon が

結合する場合の例

1b) class2の elementary transition cycleの下に class1の polygonが結合する場合

結合する class1の polygonで class2の elementary transition cycleと共有しないボンドの反時計

回りの方向の矢印がそのまま新しく形成された class2の transition cycleにおいて時計回りの方向

の矢印となる。そのため、(1a)において bを class 1の polygonの反時計回りの方向の矢印の数と
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すれば、(1a)と同様の議論により新しく形成される class2の transition cycleの時計回りの方向の

矢印の数は奇数 (orientation parity −1)であり、(4.3.46)を満たす。図 31はこの場合の簡単な１

例である。図 31では、境界をまたがない class1の polygonを結合する場合を考えたが、境界をま

たぐ class1の polygonを結合する場合も同様の議論により確かめられる。

!"#

!$# !%#

!"#

!$#

!%#

(a) が class2 の elementary transition cycle、(b) が

class1の polygon、(c)が (a)、(b)が結合することによ

り新しく形成される class2の transition cycleである。

この場合、a = 5、b = 1、c = 1 であるから、d = 5

であり、(c)の時計回りの方向の矢印の数は奇数となり

orientation parityは −1となる。

図 31 class2 の elementary transition cycle の下に内部に偶数個の格子点を持つ class1 の polygon が

結合する場合の例

[ 2 ]偶数個の共有ボンドを消滅させる場合

これは図 29の (a)と (c)の結合に対応する。ここで、奇数個の共有ボンドを消滅させる場合と同様に、

class2 の transition cycle は格子を２つに分けて形成されるので、分けられた２つの格子はそれぞれ

偶数個の格子点を持っている必要がある。また、共有ボンド上の格子点は奇数であるため、結合する

class1の polygonが偶数個の格子点を囲んでいると、分けられた２つの格子は奇数個の格子点を持って

しまう。したがって、この場合結合できる class1の polygonは内部に奇数個の格子点を持つもののみ

である。また、class2の elementary transition cycleの上に class1の polygonが結合する場合と下に

class1の polygonが結合する場合で扱いが異なる。

2a) class2の elementary transition cycleの上に class1の polygonが結合する場合

結合する class1の polygonで class2の elementary transition cycleと共有しないボンドの時計回

りの方向の矢印がそのまま新しく形成された class2の transition cycleにおいて時計回りの方向の

矢印となる。ここで、a、b、c、dを (1a)と同じようにとると、内部に奇数個の格子点を持つ class1

の polygonは時計回りの方向の矢印を偶数個持つため、aが奇数、b、cが偶数個であるから dは

!"#

!$# !%#

!"#!$# !%#

(a) が class2 の elementary transition cycle、(b) が

class1の polygon、(c)が (a)、(b)が結合することによ

り新しく形成される class2の transition cycleである。

この場合、a = 5、b = 4、c = 2 であるから、d = 7

であり、(c)の時計回りの方向の矢印の数は奇数となり

orientation parityは −1となる。

図 32 class2 の elementary transition cycle の上に内部に奇数個の格子点を持つ class1 の polygon が

結合する場合の例
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奇数個となる。すなわち、この場合新しく形成される class2の transition cycleの時計回りの方向

の矢印の数は奇数 (orientation parity −1)であり、(4.3.46)を満たす。図 32はこの場合の簡単な

１例である。図 32では、境界をまたがない class1の polygonを結合する場合を考えたが、境界を

またぐ class1の polygonを結合する場合も同様の議論により確かめられる。

2b) class2の elementary transition cycleの下に class1の polygonが結合する場合

結合する class1の polygonで class2の elementary transition cycleと共有しないボンドの反時計

回りの方向の矢印がそのまま新しく形成された class2 の transition cycle において時計回りの方

向の矢印となる。ここで、a、b、c、dを (1b)と同じようにとると、内部に奇数個の格子点を持つ

class1の polygonは時計回りの方向の矢印を偶数個持つため、aが奇数、b、cが偶数個であるから

dは奇数個となる。すなわち、この場合新しく形成される class2の transition cycleの時計回りの

方向の矢印の数は奇数 (orientation parity −1)であり、(4.3.46)を満たす。図 33はこの場合の簡

単な１例である。図 33では、境界をまたがない class1の polygonを結合する場合を考えたが、境

界をまたぐ class1の polygonを結合する場合も同様の議論により確かめられる。

!"#

!$# !%#

!"#!$# !%#

(a) が class2 の elementary transition cycle、(b) が

class1の polygon、(c)が (a)、(b)が結合することによ

り新しく形成される class2の transition cycleである。

この場合、a = 5、b = 4、c = 2 であるから、d = 5

であり、(c)の時計回りの方向の矢印の数は奇数となり

orientation parityは −1となる。

図 33 class2 の elementary transition cycle の下に内部に奇数個の格子点を持つ class1 の polygon が

結合する場合の例

以上のことから境界条件を (4.3.60) とおけば、すべての transition cycle は (4.3.46) を満たすことがわか

る。つまり、すべての transition graphを形成する順列 p̄(1)、p̄(2) において (4.3.30)が成立する。ここで、図

22の基準となる順列 c0 を考えると (4.3.53)が成立するため、環状の境界条件においてもすべての順列 p̄で、

γp̄ = δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM ) = 1 (4.3.61)

が成立することがわかる。したがって、境界条件を (4.3.60)とおけば、垂直方向または水平方向のどちらかが

環状である場合の分配関数は、

ZCyclic
DS = PfA (4.3.62)

と書ける。

57



4.3.4 トーラス状な境界条件の場合

垂直方向および水平方向のどちらも環状につながっているトーラス状の境界条件、

(N + 1,m) = (1,m) (4.3.63)

(n,M + 1) = (n, 1) (4.3.64)

を考える。ここで、すべての elementary polygonの時計回りの方向の矢印の数が奇数であるために、図 34～

図 37の４つの境界条件が考えられる。このとき、図 34、図 35、図 36、図 37の境界条件による行列をそれぞ

れ A1、A2、A3、A4 とする。本節ではこの分配関数が、

ZToroidal
DS =

1
2
(−PfA1 + PfA2 + PfA3 + PfA4) (4.3.65)

と書けることを示す。

!n , m"

z1

z2

図 34 A1 の境界条件

{
a(N,m; 1,m) = −a(1, m;N,m) = (−1)m+1z1

a(n,M ;n, 1) = −a(n, 1;n,M) = z2

(4.3.66)

!n , m"

z1

z2

図 35 A2 の境界条件

{
a(N,m; 1,m) = −a(1,m;N,m) = −(−1)m+1z1

a(n, M ;n, 1) = −a(n, 1;n, M) = z2

(4.3.67)

図 36 A3 の境界条件

{
a(N,m; 1,m) = −a(1, m;N,m) = (−1)m+1z1

a(n,M ;n, 1) = −a(n, 1;n,M) = −z2

(4.3.68)
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図 37 A4 の境界条件

{
a(N,m; 1,m) = −a(1,m;N,m) = −(−1)m+1z1

a(n, M ;n, 1) = −a(n, 1;n, M) = −z2

(4.3.69)

ここで、transition cycleとして、ループしない場合 (図 38)とループする場合 (図 39)が考えられる。ただ

し、v を垂直方向にループする回数、hを水平方向にループする回数とする。また、ループする場合、トーラ

ス状の境界条件では格子をわけることにより transition cycleを形成するわけではないので、どんな取り方で

も transition cycleとなる。

!"#

!$# !%#

!"#

!$#

!%#

図 38 ループしない transition cycleの例 : v = h = 0

!"#

!$# !%#

!"#

!$#

!%#

図 39 ループする transition cycle の例 :

(a) v = 0, h = 1 (b) v = 1, h = 0 (c)

v = 1, h = 1

まず、v = h = 0の場合を考える。ループしない場合自由端の場合に導いた 〈定理 [B] 〉を拡張することが
できる。境界をまたがない polygonにおいては 〈定理 [B] 〉が成立している。また、垂直方向または水平方向
のどちらかの境界のみ polygon がまたぐ場合は 〈 定理 [C] 〉 が成立している。つまり、今までの議論により
transition cycleに囲まれた格子点数は偶数個である必要があるから、図 38の (a)、(b)の transition cycleの

orientation parityは −1となる。よって、垂直方向と水平方向の両方の境界をまたぐ polygonについて考え

ればよい。〈定理 [B] 〉を導いた際用いた条件はすべての elementary polygonの orientation parityが −1で

あることのみであるから、垂直方向、水平方向両方の境界をまたぐ polygonによって囲まれた格子点数が奇

数個、偶数個のそれぞれの場合の最も簡単な polygonで 〈定理 [B] 〉が成立すれば、垂直方向および水平方向
の両方の境界をまたぐ場合においても 〈定理 [B] 〉が成立する。実際に垂直方向および水平方向の両方の境界
をまたぐ polygonによって囲まれた格子点数が奇数個、偶数個の場合の最も簡単な場合について orientation

parityは図 40～図 47に示すように 〈定理 [B] 〉を満たす。
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図 42 A2 の境界条件のとき、垂直方向およ

び水平方向の両方の境界をまたぐ polygon

に囲まれた格子点の数が偶数の最も簡単な

polygon の例 (囲まれた格子点数０)：時計

回りの方向の矢印の数は３つであり奇数個

(orientation parity−1)である。
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図 43 A2 の境界条件のとき、垂直方向およ

び水平方向の両方の境界をまたぐ polygon

に囲まれた格子点の数が奇数の最も簡単な

polygon の例 (囲まれた格子点数１)：時計

回りの方向の矢印の数は４つであり偶数個

(orientation parity+1)である。
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図 44 A3 の境界条件のとき、垂直方向およ

び水平方向の両方の境界をまたぐ polygon

に囲まれた格子点の数が偶数の最も簡単な

polygon の例 (囲まれた格子点数０)：時計

回りの方向の矢印の数は１つであり奇数個

(orientation parity−1)である。
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図 45 A3 の境界条件のとき、垂直方向およ

び水平方向の両方の境界をまたぐ polygon

に囲まれた格子点の数が奇数の最も簡単な

polygon の例 (囲まれた格子点数１)：時計

回りの方向の矢印の数は４つであり偶数個

(orientation parity+1)である。
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図 40 A1 の境界条件のとき、垂直方向およ

び水平方向の両方の境界をまたぐ polygon

に囲まれた格子点の数が偶数の最も簡単な

polygon の例 (囲まれた格子点数０)：時計

回りの方向の矢印の数は１つであり奇数個

(orientation parity−1)である。
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!"図 41 A1 の境界条件のとき、垂直方向およ

び水平方向の両方の境界をまたぐ polygon

に囲まれた格子点の数が奇数の最も簡単な

polygon の例 (囲まれた格子点数１)：時計

回りの方向の矢印の数は４つであり偶数個

(orientation parity+1)である。
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図 46 A4 の境界条件のとき、垂直方向およ

び水平方向の両方の境界をまたぐ polygon

に囲まれた格子点の数が偶数の最も簡単な

polygon の例 (囲まれた格子点数０)：時計

回りの方向の矢印の数は３つであり奇数個

(orientation parity−1)である。
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図 47 A4 の境界条件のとき、垂直方向およ

び水平方向の両方の境界をまたぐ polygon

に囲まれた格子点の数が奇数の最も簡単な

polygon の例 (囲まれた格子点数１)：時計

回りの方向の矢印の数は４つであり偶数個

(orientation parity+1)である。

すなわち、v = h = 0 の場合の transition cycle が囲む格子点数は偶数である必要があるので orientation

parityは −1である。実際、図 38の３つの transition cycleはどの境界条件でも orientation parityは −1で

ある。ここで、この v = h = 0の場合の transition cycleを class1の transition cycleと呼ぶこととする。

次にループする transition cycle を考える。まず、簡単な transition cycle でそれぞれの境界条件に対す

る orientation parity を求めると図 48～図 51 のようになる。ただし、(a) は v = 1、h = 0、(b) は v = 0、

h = 1、(c)、(b)は v = 1、h = 1の transition cycleである。

これより、ループする４つの transition cycle で orientation parity がすべて同じものは存在していない。

したがって、各々の境界条件を単独で考えることによって、分配関数を１つの Pfaffianで書くことはできな

い。そのため、すべての順列 p̄に対して、各図形に対応する項の線形結合による γp̄ が同じ符号になるように

することを考える。

まず、transition cycleがループできる回数について考えることとする。垂直方向に v 回、水平方向に h回

ループする transition cycleを (v, h)と表す。ここで、ループする transition cycleをわかりやすく表すため、

図 52のような図を導入する。図 52の１つ１つの正方形はすべて同一の格子を表している。そのため、それ

ぞれの正方形の同じ位置の点は格子で同一の点となる。図 52の黒点はすべて正方形の中心の点を表していて、
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図 48 A1の境界条件のときループする tran-

sition cycle の例 : それぞれの orientation

parityは (a)+1 (b)+1 (c)−1 (d)+1である。
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図 49 A2の境界条件のときループする tran-

sition cycle の例 : それぞれの orientation

parityは (a)+1 (b)−1 (c)+1 (d)−1である。

61



!"#

!$#

!%#

!"#

!$#

!%#

!"#

!$#

!%#

!"#

!$#

!%#

!&#
!&#

!&#
!&#

図 50 A3の境界条件のときループする tran-

sition cycle の例 : それぞれの orientation

parityは (a)−1 (b)+1 (c)+1 (d)−1である。
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図 51 A4の境界条件のときループする tran-

sition cycle の例 : それぞれの orientation

parityは (a)−1 (b)−1 (c)−1 (d)+1である。

これらの黒点はすべて格子の中心の点である。このとき、水平方向の隣の正方形に移ると水平方向に境界を１

回ループしたことになり、垂直方向の隣の正方形に移ると垂直方向に境界を１回ループしたこととなる。この

ため、(0, 0)を表す正方形のある点から (v, h)を表す正方形の同じ点までを結ぶ曲線は、垂直方向に v 回、水

平方向に h回ループする transition cycleとなる。この例は図 52に表した曲線であり、それぞれの曲線は図

53、図 54のような transition cycleを表している。ただし、実際 transition cycleは格子をつなぐボンドによ

り形成されるため滑らかではないが簡単のため滑らかな曲線で描いている。
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図 52 (a)v = 1、h = 2 (b)v = 1、h = 0の曲線
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中心の黒点 (スタート地点)から右向き (番号１の方向)

にスタートし、自分自身と交わることなく番号順に境

界をループして黒点にもどる transition cycle：番号

１、２の点で水平方向の境界をまたぎ、番号３の点で垂

直方向の境界をまたぎ、水平方向に２回、垂直方向に

１回ループしている。すなわちこれは、v = 1、h = 2

の transition cycleになっている。
図 53 図 52の (a)の transition cycle
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中心の黒点からスタートし、自分自身と交わることな

く番号順に境界をループして黒点にもどる transition

cycle：番号１の点で境界をまたぎ、番号３の点で戻っ

ているためループしていない。また、番号２の点で境

界をまたぎ、垂直方向に１回ループしている。つまり、

v = 1、h = 0の transition cycleになっている。

図 54 図 52の (b)の transition cycle

ただし、曲線を描く際注意することが２つある。それは、

1. それぞれの正方形で同じ点を通らないようにすること。

2. もとの (0, 0)の polygonには戻らない。

である。１はもし同じ点を通ってしまうと transition cycleは図 56のように交差してしまうためである。２

はもとの (0, 0)の polygonに戻ると transition cycleは図 57のようになり、これは図 38(c)と同様のループ

しない transition cycleとなるから、すでに考えているのでここで考える必要はない。
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図 55 (a)v = 2、h = 0 (b)v = h = 0の曲線
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中心の黒点からスタートし、番号順に境界をループし

て黒点にもどる曲線：ただし、番号２、３の点でこの曲

線は交差してしまっている。したがって、図 55の (a)

の曲線は transition cycleとなっていない。

図 56 図 55の (a)の transition cycle
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番号１からスタートし、番号順に境界をまたぎ番号１

にもどる曲線：交わることはないが、水平方向では番

号１で境界をまたぎ、番号３で戻っているためループ

していない。また、垂直方向でも番号２で境界をまた

ぎ、番号４で戻っているためループしていない。

図 57 図 55の (b)の transition cycle

そこで、以下ではまず、簡単のため (0, 0) の正方形のある点から (v, h) の正方形の同じ点までを最短で結

ぶ曲線、すなわち図 58のような直線を考える。この図 58の (c)は明らかに同じ点 (黒点)を途中で通ってし

まっているため、図 61にもあるようにこの元の１つの格子に戻して考えると transition cycleは交わってし

まっている。
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図 58 (a)v = 0、h = 1 (b)v = 2、h = 5 (c)v = h = 2の直線
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中心の黒点から右向きにスタートし、水平方向の境界

をループして黒点に戻る transition cycle：交わること

はないため、v = 0、h = 1の transition cycleになっ

ている。

図 59 図 58の (a)の transition cycle
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中心の黒点からスタートし、番号順に境界をループし

て黒点に戻る transition cycle：交わることはなく、番

号１、３、４、５、７の点で水平方向に境界をループし、

番号２、６の点で垂直方向に境界をループする。すな

わち、v = 2、h = 5の transition cycleになっている。

図 60 図 58の (b)の transition cycle
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中心の黒点から右上向きにスタートし、水平方向およ

び垂直方向の境界をループして黒点に戻り、もう一度

同じ直線を回るもの：同じ transition cycleを２周回た

め、v = h = 2の transition cycleは交わってしまって

いる。

図 61 図 58の (c)の transition cycle

このように、v = h = 2 の transition cycle は存在しないことがわかる。一般的に、v、h が共通の約数 d

を持ってしまうと、図 58のような直線では (v/d, h/d)の正方形において必ずスタート地点に戻ってしまい、

(v, h)の transition cycleは交わってしまう。また、図 55のような曲線でも (v, h)が共通の約数 dを持つと

transition cycleは必ず交わってしまう。したがって、v、hが共通の約数を持つ transition cycleは存在しな

い。特に、v、hがともに偶数である transition cycleは存在しない。

次に、図 58 の (a)、(b)、(c) のように傾きの異なる直線に対応する transition cycle はそれぞれ交わって

しまうため１つの transition graphで混在することはできない。すなわち一般的に、(v, h)の違う transition

cycleは必ず交わってしまうため transition graph中で混在することはできない。ただし、１つの transition

graph 中で (v, h) の同じ transition cycle は任意の数存在できる。例として v = h = 1 の場合を表したのが

図 62である。したがって、１つの transition graphは (v, h)が同じ transition cycleのいくつかと、(0, 0)の

transition cycleのいくつか、および double bondによって構成される。
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実線の transition cycle は水平方向に番号１でループ

し、垂直方向に番号２でループする。破線の transition

cycle は水平方向に番号 1′ でループし、垂直方向に番

号 2′ でループする。このように (v, h)が同じであれば

transition cycleは共存できる。

図 62 v = h = 1の場合

ループの数が (v, h)の transition cycleの orientation parityについて考える。ここで、c0 transition graph

を導入する。今までの transition graph は任意の２つの順列により形成されていた。そこで、２つの順列の

うち１つの順列を c0 に固定し形成される transition graph を c0 transition graph と呼ぶ。ただし、c0 は

図 22 のような順列である。このとき形成される transition cycle を c0 transition cycle と呼ぶ。例として

v = h = 0 の c0 transition cycle を、図 63 に表しておく。これより、c0 transition graph はいくつかの

c0 transition cycle といくつかの double bond によって構成される。ここで、orientation parity が +1 の

transition cycleでは、

n∏
k=1

s(p̄(1)
k , p̄

(1)
k+1) = +1 (4.3.70)

となっている。このとき c0 は (4.3.53)を満たすため、c0 transition graphが t個の c0 transition cycleを含
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んでいて、そのうち u個の orientation parityが +1の c0 transition cycleが存在する場合、任意の順列 p̄に

対して、

γp̄ = δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄N ) = (−1)tδc0(−1)t−us(1, 2)s(3, 4) · · · s(NM − 1, NM)

= (−1)uδc0s(1, 2)s(3, 4) · · · s(NM − 1, NM) = (−1)u

(4.3.71)

となる。以下では、c0 transition cycleの orientation parityについて考えていく。

図 63 c0 transition cycleの例 : 実線が任意の順列を表し、破線が c0 を表す。

v = h = 0の c0 transition cycleが囲む格子点の数は偶数である必要があり、今まで考えてきた transition

cycleと同様に orientation parityは−1となることがわかる。したがって以下では、ループする場合 (v 6= 0ま

たは h 6= 0または v 6= h 6= 0)を考える。ここで、c0 transition cycleの基準となる elementary c0 transition

cycle を導入する。これは、任意の (v, h) における最短の c0 transition cycle であるとする。つまり、実線

の任意の順列として、左右方向には右方向のみ (m → m + 1)、上下方向には上方向のみ (n → n + 1) に

dimerが形成されるものを考えることとする。(v, h) = (1, 0)、(v, h) = (0, 1)、(v, h) = (1, 1)の elementary

c0 transition cycleの例を図 64～図 66に示す。ただし、elementary c0 transition cycleは１通りに決まると

は限らない。

(v, h) = (1, 0) の例：A1 の境界条件の場合の elemen-

tary c0 transition cycle。他の境界条件でも境界の矢印

の方向が変わるだけである。この elementary c0 tran-

sition cycle のそれぞれの境界条件における orienta-

tion parityは A1：+1、A2：−1、A3：+1、A4：−1と

なる。

図 64 A1 の境界条件の場合の (v, h) = (1, 0)の elementary c0 transition cycle

66



(v, h) = (0, 1) の例：A1 の境界条件の場合の elemen-

tary c0 transition cycle。他の境界条件でも境界の矢印

の方向が変わるだけである。この elementary c0 tran-

sition cycle のそれぞれの境界条件における orienta-

tion parityは A1：+1、A2：+1、A3：−1、A4：−1と

なる。

図 65 A1 の境界条件の場合の (v, h) = (0, 1)の elementary c0 transition cycle

(v, h) = (1, 1) の例：A1 の境界条件の場合の elemen-

tary c0 transition cycle。他の境界条件でも境界の矢印

の方向が変わるだけである。この elementary c0 tran-

sition cycle のそれぞれの境界条件における orienta-

tion parityは A1：+1、A2：−1、A3：−1、A4：+1と

なる。

図 66 A1 の境界条件の場合の (v, h) = (1, 1)の elementary c0 transition cycle

このようにして (v, h) = (1, 0), (0, 1), (1, 1) の場合それぞれの境界条件による elementary c0 transition

cycle の orientation parity が求まった。次に、一般の (v, h) の elementary c0 transition cycle に対する

orientation parityを求める。ここで、境界を除いた実線のボンドに注目する。境界を除いた実線のボンドに

は図 67 のように破線のボンドが必ずつながる。これは図 64～図 66 で実際に成立している。つまり、この

(a)、(b)、(c)のボンドの組で境界以外の elementary c0 transition cycleは書くことができる。
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図 67 境界を除いた実線のボンドと破線ボンドのつながり方

この (a)、(b)、(c)のボンドに対して実線のボンドと破線ボンドは同じ向きを向いている。つまり、この対

による orientation parityへの寄与は +1である。このように、elementary c0 transition cycleは実線と破線
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の対を作っていくと、境界での対以外の対はすべて orientation parityへの寄与は +1となる。この対を作る

例として v = h = 1の場合を示したのが図 68である。

図 68 v = h = 1の elementary c0 transition cycleの対の形成

つまり、境界での対の性質を調べることにより elementary c0 transition cycleの orientation parityは求

まる。このとき、水平方向の境界の実線ボンドと破線ボンドのつながり方は、境界条件によって図 69、図 70

となる。
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図 69 A1、A2 の境界条件における水平方向

の境界をまたぐ実線ボンドと破線ボンドの対
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図 70 A3、A4 の境界条件における水平方向

の境界をまたぐ実線ボンドと破線ボンドの対

A1、A2 の境界条件の場合実線ボンドと破線ボンドは同じ方向を向いているので、この対による orientation

parityへの寄与は +1である。また、A3、A4 の境界条件の場合実線ボンドと破線ボンドは逆の方向を向いて

いるので、この対による orientation parityへの寄与は −1である。水平方向にループする回数が h回のとき

は、水平方向の実線ボンドと破線ボンドの対が h個あるため、orientation parityへの寄与は A1、A2 の境界

条件のとき +1、A3、A4 の境界条件のとき (−1)h となる。　

次に、垂直方向の境界の実線ボンドと破線ボンドのつながり方は、境界条件によって図 71、図 72となる。
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図 71 A1、A3 の境界条件における垂直方向

の境界をまたぐ実線ボンドと破線ボンドの対
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図 72 A2、A4 の境界条件における垂直方向

の境界をまたぐ実線ボンドと破線ボンドの対
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A1、A3 の境界条件の場合実線ボンドと破線ボンドは同じ方向を向いているので、この対による orientation

parityへの寄与は +1である。また、A2、A4 の境界条件の場合実線ボンドと破線ボンドは逆の方向を向いて

いるので、この対による orientation parityへの寄与は −1である。垂直方向にループする回数が v 回のとき

は、垂直方向の実線ボンドと破線ボンドの対が v 個あるため、orientation parityへの寄与は A1、A3 の境界

条件のとき +1、A2、A4 の境界条件のとき (−1)v となる。

これらにより、それぞれの境界条件において elementary c0 transition cycleの orientation parityは、

A1 : 1 × 1 × 1 = 1

A2 : 1 × 1 × (−1)v = (−1)v

A3 : 1 × (−1)h × 1 = (−1)h

A4 : 1 × (−1)h × (−1)v = (−1)v+h

となる。これらをまとめると表 1のようになる。

表 1 elementary c0 transition cycleの orientation parity

(v, h) A1 A2 A3 A4

(0, 0) −1 −1 −1 −1

(奇数,偶数) +1 −1 +1 −1

(偶数,奇数) +1 +1 −1 −1

(奇数,奇数) +1 −1 −1 +1

次に、任意の (v, h) の c0 transition cycle の orientation parity について考える。任意の (v, h) の c0

transition cycleは (v, h)の elementary c0 transition cycleといくつかの (0, 0)の polygonを結合し、共有す

るボンドを消滅させることにより形成することができる。これより、(v, h)の elementary c0 transition cycle

に１つの (0, 0)の polygonを結合したとき形成される (v, h)の c0 transition cycleの orientation parityにつ

いて考える。

まず、結合する (0, 0)の polygonが囲むことのできる格子点数について考える。elementary c0 transition

cycleは c0 bond(c0 に属するボンド)と non-c0 bond(c0 に属していないボンド)が交互につながることによ

り形成されている。つまり、(0, 0)の polygonと (v, h)の elementary c0 transition cycleが共有して消滅さ

れる部分のボンドも同じように c0 bond と non-c0 bond が交互につながっているものである。したがって、

消滅される部分の格子点はすべて c0 bondで対を作っている。よって、結合する (0, 0)の polygonが囲んで

いる格子点はすべて c0 bondで対を作っている必要があるので、(0, 0)の polygonが囲むことのできる格子点

数は偶数個である必要がある。これより、結合できる (0, 0)の polygonの orientation parityは 〈定理 [B] 〉
より −1(時計回り方向の矢印の数は奇数個)であることがわかる。図 73(b)は内部に１つの c0 bondを含んで

いる (0, 0) polygonである。

次に、(0, 0)の polygonと (v, h)の c0 elementary transition cycleが共有して消滅されるボンドの数につ

いて考える。実際、(0, 0)の polygonと (v, h)の elementary c0 transition cycleが結合する際図 73、図 74の

ように結合された後の elementary c0 transition cycleの部分は、c0 bondで終わり、c0 bondで始まってい

ることがわかる。もし、結合された後の elementary c0 transition cycleの部分で、non-c0 bondで終わった
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(a)は (0, 1)の elementary c0 transition cycleを、(b)

は内部に c0 bondを１つ含んでいる (0, 0)polygonを、

(c) は (a) と (b) が結合された後の (0, 1) の c0 tran-

sition cycle を表す。どの境界条件においても (c) の

orientation parity は、(a) の orientation parity と同

じである。(c)は c0 bondと non-c0 が交互につながる

ように形成されている。ただし、ボンドが二重になっ

ているところに dimerが形成されているとし、破線が

c0 bondを実線が non-c0 bondを表している。
図 73 (0, 1)の elementary c0 transition cycleと内部に c0 bondを１つ含んでいる (0, 0)polygonの結合
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(a)は (1, 0)の elementary c0 transition cycleを、(b)

は内部に c0 bondを１つも含んでいない (0, 0)polygon

を、(c) は (a) と (b) が結合された後の (1, 0) の c0

transition cycle を表す。どの境界条件においても (c)

の orientation parityは、(a)の orientation parityと

同じである。(c) は c0 bond と non-c0 が交互につな

がるように形成されている。ただし、ボンドが二重に

なっているところに dimerが形成されているとし、破

線が c0 bondを実線が non-c0 bondを表している。
図 74 (1, 0)の elementary c0 transition cycleと内部に c0 bondを１つも含んでいない (0, 0)polygonの結合

り始まっていたりすると c0 bondと non-c0 bondが交互につながった transition cycleは形成されない。し

たがって、(0, 0)の polygonと (v, h)の elementary c0 transition cycleが共有して消滅されるボンドの数は

必ず奇数個である必要がある。

以上のことをまとめると、(0, 0)の polygonと (v, h)の elementary c0 transition cycleの結合により (v, h)

の c0 transition cycleが形成される際、

1. 結合できる (0, 0)の polygonの orientation parityは −1である。

2. 消滅するボンドの数は奇数個である。

となっている必要がある。ここで、(v, h) の elementary c0 transition cycle の時計回り方向の矢印の数を

a(a が偶数なら orientation parity が +1、a が奇数なら orientation parity が −1) とする。また、(0, 0) の

polygonの時計回り方向の矢印の数を b(ここでは常に奇数である)、消滅するボンドの数を c(ここでは常に奇

数である)とする。このとき、形成される (v, h)の c0 transition cycleの時計回り方向の矢印 dは 〈定理 [B] 〉
を導いた際の議論より、

d = a + b − c (4.3.72)

となる。つまり、aが奇数であれば、

b = a + b − c = (奇数) + (奇数) − (奇数) = (奇数) (4.3.73)
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となる。また、aが偶数であれば、

b = a + b − c = (偶数) + (奇数) − (奇数) = (偶数) (4.3.74)

となる。これより、(v, h)の elementary c0 transition cycleの orientation parityが −1(+1)のとき (0, 0)の

polygonを結合することにより形成される (v, h)の c0 transition cycleの orientation parityは −1(+1)とな

り変わらない。一般的に、(v, h)の c0 transition cycleと (0, 0)の polygonの結合でも同様のことがいえる。

つまり、任意の (v, h)の c0 transition cycleと (0, 0)の polygonを結合しても新しく形成された (v, h)の c0

transition cycle の orientation parityは結合前の (v, h) の c0 transition cycle の orientation parityと変わ

らない。よって、elementary c0 transition cycleに何個 (0, 0)の polygonを結合しても orientation parityは

変わらない。したがって、

〈定理 [D] 〉 ：任意の (v, h) の c0 transition cycle は (v, h) が同じ elementary c0 transition cycle と orientation

parityは同じである。

が成立する。c0 transition graphはいくつかの (v, h)が同じ c0 transition cycleと、いくつかの (0, 0)の c0

transition cycleおよび、double bondにより構成される。また、(0, 0)の c0 transition cycleの orientation

parityは常に−1であるので、orientation parityが +1となる可能性があるのは (v, h)の c0 transition cycle

である。したがって、(v, h)が同じ c0 transition cycleが偶数個ある場合 (4.3.71)の値は常に +1となる。こ

れより、c0 transition graphを構成する任意の順列 p̄に対する (4.3.71)の値は表 2となる。また、(v, h)が同

じ c0 transition cycleが奇数個ある場合 (4.3.71)の値は c0 transition cycleの orientation parityが −1(+1)

のとき +1(−1)となるから c0 transition graphを構成する任意の順列 p̄対する (4.3.71)の値は表 3となる。

表 2 (v, h)が同じ c0 transition cycleが偶数個ある場合の c0 transition graphを構成する任意の順列 p̄

による γp̄ の値

(v, h) A1 A2 A3 A4

(0, 0) +1 +1 +1 +1

(奇数,偶数) +1 +1 +1 +1

(偶数,奇数) +1 +1 +1 +1

(奇数,奇数) +1 +1 +1 +1

表 3 (v, h)が同じ c0 transition cycleが奇数個ある場合の c0 transition graphを構成する任意の順列 p̄

による γp̄ の値

(v, h) A1 A2 A3 A4

(0, 0) +1 +1 +1 +1

(奇数,偶数) −1 +1 −1 +1

(偶数,奇数) −1 −1 +1 +1

(奇数,奇数) −1 +1 +1 −1
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よって、δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM )
∣∣
Ai
が Ai の境界条件の場合の γp̄ の値を表すこととすると、

表 2、表 3のすべての場合において、

1
2

(
−δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM )

∣∣
A1

+ δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM )
∣∣
A2

+ δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM )
∣∣
A3

+ δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM )
∣∣
A4

)
= 1

(4.3.75)

が成立している。これより、Pfaffianを、

1
2

(−PfA1 + PfA2 + PfA3 + PfA4) (4.3.76)

と線形結合すれば、

1
2

(−PfA1 + PfA2 + PfA3 + PfA4) =
∑

p̄

1
2

(
−δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM )

∣∣
A1

+ δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM )
∣∣
A2

+ δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM )
∣∣
A3

+ δp̄s(p̄1, p̄2)s(p̄3, p̄4) · · · s(p̄NM−1, p̄NM )
∣∣
A4

)
znv
1 znh

2

=
∑

p̄

znv
1 znh

2

=
∑
nv

∑
nh

Nvhznv
1 znh

2

= ZToroidal
DS (4.3.77)

となる。したがって、dimer統計のトーラス状の境界の場合の分配関数は、

ZToroidal
DS =

1
2

(−PfA1 + PfA2 + PfA3 + PfA4) (4.3.78)

となることがわかる。

72



4.4 Isingモデルの dimer統計

4.4.1 dimer統計と Isingモデルとの対応

Isingモデルを dimer統計と対応させるために、Isingモデルの１つの格子点を図 75のように６つの格子点

(６サイトクラスターと呼ぶ)に拡張する。トーラス状の境界条件の格子の全体図は図 76のようになる。ただ

し、６サイトクラスターを形成する７本のボンドのボルツマン因子を１とし、垂直方向に６サイトクラスター

間をつなぐボンドのボルツマン因子を z1、水平方向に６サイトクラスター間をつなぐボンドのボルツマン因

子を z2 とする。

R

U

L

D

1
2

図 75 Isingモデルの１つの格子点に対応する図

z1

z2

図 76 トーラス状の境界条件の格子の全体図

図 77 Isingモデルと dimer配置の対応表：２重線となっているところにボンドが形成されているとする。
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4.1節で示したように Isingモデルではそれぞれの格子点には偶数本のボンドが結合できる。Isingモデルの

１つの格子点がとりうるボンド結合と図 75のように拡張した際とりうる dimer配置は図 77のように１対１

対応となる。よって、正方格子の Isingモデルの分配関数を高温展開した１つの項に対応する図形に対して図

76のように拡張された格子の dimer配置が１つ決まる。例として図 8に対応する dimer配置は図 78である。

したがって、それぞれの図形が１対１対応となり、Isingモデルの場合も dimer統計の場合も分配関数はとり

うるすべての図形の和をとるので、

Z = (2 cosh K1 cosh K2)NMZDS (4.4.1)

となる。ただし、ZDS は dimer統計の分配関数である。

図 78 拡張した格子の図 8に対応する dimer配置

4.4.2 自由端の場合

正方格子の場合、dimer統計の分配関数は 4.3節のように Pfaffianで書くことができた。図 76のような格

子でも同様に分配関数が Pfaffianで書けることを示す。

まず、ボルツマン因子の正負を決める矢印を図 79、図 80のようにつける。

この場合正方格子の１つの格子点が６つの格子点に拡張されているので、A(n, m;n′,m′)は 6× 6の行列に

拡張される。矢印の方向のボルツマン因子は正であり、逆の方向のボルツマン因子は負であるから、６サイト

クラスターの部分の行列 A(n,m;n,m)は、

A(n,m;n,m) =



R L U D 1 2

R 0 0 −1 0 0 1
L 0 0 0 −1 1 0
U 1 0 0 0 0 −1
D 0 1 0 0 −1 0
1 0 −1 0 1 0 1
2 −1 0 1 0 −1 0


(4.4.2)
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U

D

RL 1
2

図 79 Isingモデルの１つの格子点に対応する図

z1

z2

図 80 格子の全体図

となる。これは、正方格子の１つの格子点に対応する行列である。また、６サイトクラスター間では、

A(n,m;n,m + 1) =



R L U D 1 2

R 0 z2 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0 0
U 0 0 0 0 0 0
D 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0


(4.4.3)

A(n,m + 1;n, m) =



R L U D 1 2

R 0 0 0 0 0 0
L −z2 0 0 0 0 0
U 0 0 0 0 0 0
D 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0


(4.4.4)

A(n,m;n + 1, m) =



R L U D 1 2

R 0 0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0 0
U 0 0 0 z1 0 0
D 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0


(4.4.5)
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A(n + 1,m;n,m) =



R L U D 1 2

R 0 0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0 0
U 0 0 0 0 0 0
D 0 0 −z1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 0


(4.4.6)

であり、それ以外は０行列となる。

よって、構成される格子全体のボルツマン因子を表す行列 Aは 6NM × 6NM の行列となる。4.3節より、

この A の Pfaffian が分配関数となるためには任意の transition cycle に対して orientation parity が −1 と

なっている必要があった。transition cycleは２つの dimer配置により構成されるので、１つの dimer配置を

基準の配置として固定して考えることができた。よって、図 81、図 82のように定義される dimer配置 c0 を

基準とする。１つの６サイトクラスターに対するボルツマン因子を考える。１つの６サイトクラスターに対す

る dimer配置 c0 は、

c0 = |R,U|L,D|1, 2| (4.4.7)

である。これより、

A(n,m;n,m)RUA(n,m;n,m)LDA(n,m;n,m)12 = 1 (4.4.8)

となる。RULD12を RLUD12にするには１回置換を行えばよいので、置換のパリティは −1となる。すなわ

ち、１つの６サイトクラスターに対して、

δc0A(n,m;n, m)RUA(n,m;n,m)LDA(n,m;n,m)12 = −1 (4.4.9)

となる。しかし、ここでは偶数個の格子点からなる系を考えているので、格子全体の dimer配置 c0 に対して

Pfaffianの項は、

δc0a(p1, p2)a(p3, p4) · · · a(p6NM−1, p6NM ) = +1 (4.4.10)

U

D

RL 1
2

図 81 Isingモデルの１つの格子点に対応する c0 配置
図 82 格子の全体に対する c0 配置
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となる。ただし、a(i, j)は行列 Aの成分とした。よって、c0 と任意の dimer配置からなる c0 transition cycle

の orientation parityが −1であれば、任意の dimer配置に対する Pfaffianの項 γp は正の符号を持つことと

なる。したがって、すべての c0 transition cycleの orientation parityが −1であれば、分配関数は行列 Aの

Pfaffianで書ける。

ここで、以下の定理が成り立つ。

〈定理 [E] 〉 ：１つの６サイトクラスタ－と、その６サイトクラスターに入る前の１つのボンドの部分の orientation

parityは、”左から入り下に出る”、”上から入り右に出る”ものが −1であり、これ以外はすべて +1で

ある。すなわち、

Á

、

Â

の頂点の orientation parityが −1、その他の頂点の orientation parityが +1

である。

これは、図 83～図 94により成立していることがわかる。ただし、実線が c0 配置、破線がもう１つの dimer

配置である。

R

U

L

D

1
2

図 83 左から入り右に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは +1

R

U

L

D

1
2

図 84 左から入り上に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは +1

R

U

L

D

1
2

図 85 左から入り下に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは −1

R

U

L

D

1
2

図 86 右から入り左に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは +1

R

U

L

D

1
2

図 87 右から入り上に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは +1

R

U

L

D

1
2

図 88 右から入り下に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは +1
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図 89 上から入り下に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは +1

R

U

L

D

1
2

図 90 上から入り左に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは +1

R

U

L

D

1
2

図 91 上から入り右に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは −1

R

U

L

D

1
2

図 92 下から入り上に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは +1

R

U

L

D

1
2

図 93 下から入り左に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは +1

R

U

L

D

1
2

図 94 下から入り右に出

る場合：破線で囲まれた

部分の orientation par-

ityは +1

図 95 elementary c0 polygon：実線が c0、破線がもう１方の dimer配置である。
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まず、図 95 の最も簡単な c0 transition cycle を elementary c0 polygon と呼ぶこととする。実際に

elementary c0 polygonを回ることにより同じ方向の矢印の数を数えれば、orientation parityは −1となっ

ていることがわかる。これ以降この elementary c0 polygonを正方形で書くこととする。

次に偶数のボンドからなる任意の曲線 (閉じていても閉じていなくてもよい) に elementary c0 transition

cycleを結合する場合を考える。ただし、

• 曲線の orientation parityが +1：

Á

、Â の頂点が偶数個存在する曲線
• 曲線の orientation parityが −1：

Á

、 Â の頂点が奇数個存在する曲線

である。このとき、

〈定理 [F] 〉 ：任意の曲線に elementary c0 polygonを結合しても、結合された後の曲線の orientation parityは元

の曲線の orientation parityと同じである。

が成立する。

証明）実際に任意の曲線に elementary c0 polygonを結合していく。結合の仕方を大別すると、以下の４つ

になる。

Á

、Â の頂点以外の頂点の orientation parityは +1であるから、

Á

、Â の頂点の数の変化について
考えればよい。

[ 1 ] elementary c0 polygonの１辺も消滅させることなく結合する場合

実際の結合例は図 96、図 97 である。この場合結合されることにより元の曲線の

Á

、 Â の頂点は消滅
されないので、元の曲線の結合される部分の orientation parityは +1(

Á
、Â の頂点は０個)である。

結合した後、曲線を回る方向に elementary c0 polygonの

Á

( Â )の頂点があれば結合することにより、

新しく Â (

Á

)の頂点が形成される。よって、図 96、図 97のように

Á

、 Â の２つの頂点が対を形成す
る。これより、

Á

、 Â の頂点は１つずつ合わせて２個となり結合した後の結合した部分の orientation

parityは+1である。よって、結合した後の曲線の orientation parityは元の曲線の orientation parity

と同じである。ただし、図の実線の矢印は elementary c0 polygonの

Á

、Â の頂点を表し、破線の矢印
は結合することにより新しく形成される

Á

、Â の頂点を表す。また、図の数字はその方向に回ったとき
の

Á

、 Â の頂点の数を表している。

2

2

0

0
元の曲線結合後の曲線

図 96 １辺も消滅させることなく結合する

場合の例１：どちらの方向で回っても −1 の

orientation parity を持つ頂点の数は元の曲

線と結合後の曲線でともに偶数であるため、

orientation parityは変わらない。

2

2

0

0

元の曲線 結合後の曲線

図 97 １辺も消滅させることなく結合する

場合の例２：どちらの方向で回っても −1 の

orientation parity を持つ頂点の数は元の曲

線と結合後の曲線でともに偶数であるため、

orientation parityは変わらない。

79



[ 2 ] elementary c0 polygonの１辺を消滅させ結合する場合

a) 元の曲線の

Á

、 Â の頂点が消滅されないとき
実際の結合例は図 98～図 100である。この場合元の曲線の結合される部分に

Á

、Â の頂点はない
ので、元の曲線の結合される部分の orientation parityは +1(

Á

、 Â の頂点は０個)である。

a1) 結合した後、曲線を回る方向に elementary c0 polygonの

Á

( Â )の頂点があれば結合すること

により、新しく Â (

Á

)の頂点が形成される。よって、結合後のこの部分の orientation parity

は +1(

Á

、 Â の頂点は２個)である。

a2) 結合した後、曲線を回る方向に elementary c0 polygon の

Á

、 Â の頂点がなければ結合する
ことにより、新しく Â 、 Á

の頂点は形成されない。よって、結合後のこの部分の orientation

parityは +1(

Á

、 Â の頂点は０個)である。

したがって、どちらの場合も結合した後の曲線の orientation parity は元の曲線の orientation

parityと同じである。

b) 元の曲線の

Á

、 Â の頂点が消滅されるとき
実際の結合例は図 101～図 103 である。この場合、回る方向によって orientation parity が異な

る。元の曲線の結合される部分に

Á

、Â の頂点があれば (この場合はどちらか１つのみ)元の曲線

の結合される部分の orientation parityは −1(

Á

、Â の頂点は１個)、なければ +1(

Á

、Â の頂点
は０個)である。

b1) 元の曲線の結合される部分に

Á

( Â ) の頂点があれば結合により消滅され、elementary c0

polygon の
Á

( Â ) の頂点が結合後の
Á

( Â ) の頂点となる。よって、結合後のこの部分の

orientation parityは −1(

Á

、Â の頂点は１個)である。

b2) 元の曲線の結合される部分に

Á

( Â )の頂点がなければ結合により新しく

Á

、 Â の頂点は形成
されない。よって、結合後のこの部分の orientation parity は +1(

Á

、Â の頂点は０個) で

ある。

したがって、どちらの場合も結合した後の曲線の orientation parityは元の曲線の orientation parity

と同じである。

2

0

0

0

元の曲線

結合後の曲線

図 98 １辺を消滅させ結合する場合の例１：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。

2

0

0

元の曲線

結合後の曲線

0

図 99 １辺を消滅させ結合する場合の例２：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。
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0

0
元の曲線

結合後の曲線

0

2

図 100 １辺を消滅させ結合する場合の例３：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。

00

元の曲線

結合後の曲線

1

1

図 101 １辺を消滅させ結合する場合の例４：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。

1

0
元の曲線

結合後の曲線

0

1

図 102 １辺を消滅させ結合する場合の例５：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。

1

0

元の曲線

結合後の曲線

0

1

図 103 １辺を消滅させ結合する場合の例６：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。

[ 3 ] elementary c0 polygonの２辺を消滅させ結合する場合

a) 元の曲線の

Á

、 Â の頂点が消滅されないとき
実際の結合例は図 104～図 106 である。この場合元の曲線の結合される部分に

Á

、 Â の頂点はな
いので、元の曲線の結合される部分の orientation parityは +1(

Á

、Â の頂点は０個)である。こ

のとき、結合する際に elementary c0 polygonの

Á

、Â の頂点は消滅され、新しく Á

、Â の頂点も
形成されないため、この部分の orientation parityは +1(

Á

、 Â の頂点は０個)である。したがっ

て、結合した後の曲線の orientation parityは元の曲線の orientation parityと同じである。

b) 元の曲線の

Á

、Â の頂点が消滅されるとき
実際の結合例は図 107～図 109である。この場合、回る方向および消滅される

Á

、Â の頂点の数に
より orientation parityが異なる。元の曲線の結合される部分に

Á

、Â の頂点がなければ結合され
る部分の orientation parityは +1(

Á

、Â の頂点は偶数個)であり、

Á

、Â の頂点が奇数個 (偶数

個)存在すれば −1(+1)である。

b1) 元の曲線の結合される部分に

Á

、 Â の頂点が３個 (１個) あれば結合によりすべて消滅され、
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elementary c0 polygonの

Á

、Â の頂点を含め新しく Á

、 Â の頂点が１個 (３個)形成される。

よって、結合後のこの部分の orientation parity は −1(

Á

、 Â の頂点は奇数個) である。(図

107、図 109)

b2) 元の曲線の結合される部分に

Á

、 Â の頂点が２個あれば結合によりすべて消滅され、elemen-

tary c0 polygonの

Á

、Â の頂点を含め新しく Á

、 Â の頂点が２個形成される。よって、結合
後のこの部分の orientation parityは +1(

Á

、Â の頂点は２個)である。(図 108)

b3) 元の曲線の結合される部分に

Á

( Â )の頂点がなければ結合により新しく

Á

、 Â の頂点は形成
されない。よって、結合後のこの部分の orientation parity は +1(

Á

、 Â の頂点は０個) で

ある。

したがって、どの場合も結合した後の曲線の orientation parityは元の曲線の orientation parityと同

じである。

0

元の曲線
0

結合後の曲線

0

0

図 104 ２辺を消滅させ結合する場合の例１：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数は元の曲線と結合後の

曲線で変わらない。

0

元の曲線
0

結合後の曲線

0

0

図 105 ２辺を消滅させ結合する場合の例２：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数は元の曲線と結合後の

曲線で変わらない。

0 元の曲線

結合後の曲線

0

00

図 106 ２辺を消滅させ結合する場合の例３：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数は元の曲線と結合後の

曲線で変わらない。

0
元の曲線

3

結合後の曲線

0

1

図 107 ２辺を消滅させ結合する場合の例４：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。
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0

元の曲線

0

結合後の曲線

2

2

図 108 ２辺を消滅させ結合する場合の例５：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。

1

元の曲線

結合後の曲線

3

0

0

図 109 ２辺を消滅させ結合する場合の例６：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。

[ ４ ] elementary c0 polygonの３辺を消滅させ結合する場合

この場合、元の曲線の

Á

、Â の頂点は必ず１個または２個消滅 (

Á

、Â の頂点はすべて)する。実際の

結合例は図 110～図 113である。１個 (2個)消滅する場合の元の曲線の結合される部分の orientation

parityは −1(+1)である。

a) 元の曲線の結合される部分に

Á

、 Â の頂点が２個消滅される場合、結合により新しく Á

( Â )の頂

点は形成されない。よって、結合後のこの部分の orientation parityは +1(
Á

、Â の頂点は０個)

である。(図 110、図 111)

b) 元の曲線の結合される部分に

Á

( Â )の頂点が１個消滅される場合、結合により新しく

Á

( Â )の頂

点が１個形成される。よって、結合後のこの部分の orientation parity は −1(

Á

、 Â の頂点は１
個)である。(図 112、図 113)

c) 元の曲線の結合される部分に

Á

( Â )の頂点がなければ結合により新しく

Á

、Â の頂点は形成され
ない。よって、結合後のこの部分の orientation parityは +1(

Á

、Â の頂点は０個)である。

したがって、どの場合も結合した後の曲線の orientation parityは元の曲線の orientation parityと同

じである。
0

元の曲線

結合後の曲線

20

0

図 110 ３辺を消滅させ結合する場合の例１：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。

0

元の曲線

結合後の曲線

0

2

0

図 111 ３辺を消滅させ結合する場合の例２：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。
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0
元の曲線

結合後の曲線

0

1 1

図 112 ３辺を消滅させ結合する場合の例３：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。

1

0

元の曲線

結合後の曲線

0

1

図 113 ３辺を消滅させ結合する場合の例４：

どちらの方向で回っても −1 の orientation

parityを持つ頂点の数の偶奇は元の曲線と結

合後の曲線で変わらない。

これより、すべての結合の仕方に対して結合された後の曲線の orientation parityは元の曲線の orientation

parityと同じであることがわかった。（証明終）

次に、自由端の場合、境界をループする c0 transition cycleはないので、閉じた c0 transition cycleを考え

ればよい。ここで形成されるすべての c0 transition cycleの orientation parityが −1なら正方格子の場合と

同様に分配関数は Pfaffianで書ける。実際、

〈定理 [G] 〉 ：ループしない閉じた c0 transition cycleの orientation parityはすべて −1である。

が成立する。

証明）数学的帰納法を用いる。

[ 1 ] elementary c0 polygonの orientation parityは −1であることは明らかである。

[ 2 ] n個の elementary c0 polygonにより形成される c0 transition cycleの orientation parityが−1であ

ると仮定する。このとき、n+1個の elementary c0 polygonにより形成される c0transition cycleを考

える。〈定理 [E] 〉により、orientation parityが −1の c0 transition cycleに elementary c0 polygon

を結合すると、結合後の c0 transitio cycle の orientation parity は −1 となる。よって、n + 1 個の

elementary c0 polygonにより形成される transition cycleは −1である。

したがって、ループしない閉じた c0 transition cycleの orientation parityはすべて −1であることがわか

る。（証明終）

よって、図 80に基づいて構成される 6NM × 6NM 行列 Aにより、図 80の格子に対する dimer統計の分

配関数 ZFree
DS は、

ZFree
DS = PfA (4.4.11)

と書けることがわかる。

4.4.3 環状の境界条件の場合

境界において形成される elementary c0 transition cycleの orientation parityが −1となるには水平方向

が環状の場合 (垂直方向が環状の場合)、図 114(図 116)、図 115(図 117)の２通りが存在する。
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図 114 水平方向が環状な境界条件１ 図 115 水平方向が環状な境界条件２

図 116 垂直方向が環状な境界条件１ 図 117 垂直方向が環状な境界条件２

まずループしない transition cycleの orientation parityについて考える。

(1) 図 114(図 116)の場合の境界条件

境界で形成される elementary c0 polygonは図 95と同じである。すなわち、境界をまたいで形成され

る c0 transition cycle にも 〈 定理 [G] 〉 が成立し、ループしない場合すべての c0 transition cycle の

orientation parityは −1であることがわかる。

(2) 図 115(図 117)の場合の境界条件

境界で形成される elementary c0 polygonは、図 118(図 119)のようになる。このとき、境界ボンドに

おいて６サイトクラスターと、その６サイトクラスターに入る前の１つのボンド (境界ボンド)の部分
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の orientation parityが 〈定理 [E] 〉で用いられた頂点とは異なる。

図 118 水平方向が環状な境界条件２の場合、

境界に形成される elementary c0 polygon

図 119 垂直方向が環状な境界条件２の場合、

境界に形成される elementary c0 polygon

• 水平方向が環状な場合 (境界ボンドは水平方向)

水平方向から６サイトクラスターに入る部分の水平方向のボンドが 〈定理 [E] 〉の場合と逆方向と
なっている。すなわち、水平方向から入る頂点に関して 〈 定理 [E] 〉 の場合に orientation parity

が +1(−1) となる頂点が、この場合では −1(+1) の頂点となる。よって、orientation parityは”

左から入り下に出る”ものは +1であり、それ以外の水平方向から６サイトクラスターに入るもの

はすべて −1である。これは図 120～図 125のようになる。

• 垂直方向が環状な場合 (境界ボンドは垂直方向)

垂直方向から６サイトクラスターに入る部分の垂直方向のボンドが 〈定理 [E] 〉の場合と逆方向と
なっている。すなわち、垂直方向から入る頂点に関して 〈 定理 [E] 〉 の場合に orientation parity

が +1(−1) となる頂点が、この場合では −1(+1) の頂点となる。よって、orientation parityは”

上から入り右に出る”ものは +1であり、それ以外の垂直方向から６サイトクラスターに入るもの

はすべて −1である。これは図 126～図 131のようになる。

R

U

L

D

1
2

図 120 左から入り右に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは −1

R

U

L

D

1
2

図 121 左から入り上に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは −1

R

U

L

D

1
2

図 122 左から入り下に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは +1
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図 123 右から入り左に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは −1

R

U

L

D

1
2

図 124 右から入り上に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは −1

R

U

L

D

1
2

図 125 右から入り下に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは −1

R

U

L

D

1
2

図 126 上から入り下に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは −1

R

U

L

D

1
2

図 127 上から入り左に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは −1

R

U

L

D

1
2

図 128 上から入り右に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは +1

R

U

L

D

1
2

図 129 下から入り上に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは −1

R

U

L

D

1
2

図 130 下から入り左に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは −1

R

U

L

D

1
2

図 131 下から入り右に

出る場合：破線で囲ま

れた部分の orientation

parityは −1
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これより、境界で形成される elementary c0 polygonを正方形で表し、orientation parityが −1とな

る頂点に矢印を書き入れたものが図 132、図 133(図 134、図 135)となる。すべて、orientation parity

が −1となる頂点が奇数個あるため、境界で形成される elementary c0 polygonの orientation parity

は −1であることがわかる。

図 132 水平方向が環状な境界条件２の場合、

境界で形成される elementary c0 polygonを

正方形で表したもの

図 133 水平方向が環状な境界条件２の場合、

境界で形成される elementary c0 polygonを

正方形で表したもの

図 134 水平方向が環状な境界条件２の場合、

境界で形成される elementary c0 polygonを

正方形で表したもの

図 135 水平方向が環状な境界条件２の場合、

境界で形成される elementary c0 polygonを

正方形で表したもの

〈定理 [F] 〉を証明した場合と同様に、これらの elementary c0 polygonを任意の曲線に結合していく

とこの場合においても 〈定理 [F] 〉が成立していることがわかる。したがって、すべての elementary c0

polygonの orientation parityは −1であるから 〈定理 [G] 〉が成立し、ループしない場合すべての c0

transition cycleの orientation parityは −1であることがわかる。

これより、ループしない c0 transition cycleの orientation parityはどちらの境界条件でも−1となる。

次に、境界をループして形成する c0 transition cycleについて考える。最短でループするような c0 transition

cycle は図 136(図 138)、図 137(図 139) のようになる。この orientation parity が −1 となるのは図 137(図

139)のときのみである。したがって、図 115(図 117)の境界条件をとる必要がある。この最短でループするよ

うな c0 transition cycleに elementary c0 polygon(境界で形成されるものも含む)を結合しても 〈定理 [F] 〉
により orientation parityは −1である。よって、図 115(図 117)の境界条件をとれば、ループして形成する

c0 transition cycleの orientation parityは −1であることがわかる。
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図 136 水平方向が環状な境界条件１の場

合の最短でループするような c0 transition

cycle：orientation parityは +1

図 137 水平方向が環状な境界条件２の場

合の最短でループするような c0 transition

cycle：orientation parityは −1

図 138 垂直方向が環状な境界条件１の場

合の最短でループするような c0 transition

cycle：orientation parityは +1

図 139 垂直方向が環状な境界条件２の場

合の最短でループするような c0 transition

cycle：orientation parityは −1

したがって、図 115(図 117) の境界条件をとれば形成されるすべての c0 transition cycle の orientation

parityは −1となる。よって、図 115(図 117)に基づいて構成される 6NM × 6NM 行列 Aにより、dimer統

計の分配関数は、

ZCyclic
DS = PfA (4.4.12)

と書けることがわかる。

4.4.4 トーラス状の境界条件の場合

境界において形成される elementary c0 transition cycleの orientation parityが −1となるには図 140、図

141、図 142、図 143の４つの境界条件が考えられる。このそれぞれの境界条件により構成される行列を A1、

A2、A3、A4 とおく。

89



図 140 A1 の境界条件 図 141 A2 の境界条件

図 142 A3 の境界条件 図 143 A4 の境界条件

図 140、図 141、図 142の境界条件については、境界において形成される elementary c0 polygonは図 95、図

118、図 119のどれかであるので orientation parityは−1であるから、〈定理 [F] 〉が成立し、ループしない場
合 c0 transition cycleの orientation parityは −1である。図 143の境界条件では水平方向のみの境界をまた

ぎ形成される elementary c0 polygonは図 118であり、垂直方向のみの境界をまたぎ形成される elementary

c0 polygonは図 119であり、水平方向、垂直方向のどちらの境界もまたぐ elementary c0 polygonが今までに

考えてきたものと異なる。この elementary c0 polygonは図 144である。これを正方形で表し、orientation

parity が −1 となる頂点に矢印を書き入れたものが図 145、図 146 であり、矢印の数が奇数であるためこの

elementary c0 polygon の orientation parity は −1 であることがわかる。〈 定理 [F] 〉 を証明した場合と同
様に、この elementary c0 polygon を任意の曲線に結合するとこの場合においても 〈 定理 [F] 〉 が成立して
いることがわかる。したがって、図 143の境界条件でもループしない場合 c0 transition cycleの orientation

parityは −1である。よって、ループしない場合どの境界条件でも c0 transition cycleの orientation parity
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は −1である。

図 144 A4 の境界条件の場合に水平方向、垂直方向のどちらの境界もまたぐ elementary c0 polygon

図 145 A4 の境界条件の場合に水平方向、垂

直方向のどちらの境界もまたぐ elementary

c0 polygonを正方形で表したもの

図 146 A4 の境界条件の場合に水平方向、垂

直方向のどちらの境界もまたぐ elementary

c0 polygonを正方形で表したもの

次にループする場合の c0 transition cycleについて考える。

この格子でループする c0 transition cycle は交わることはできない。そのため、ループできる回数につ

いては、4.3.4 節と同様のことがいえる。また、ここでも 4.3.4 節と同様に最短でループする elementary c0

transition cycle を考える。すなわち、境界以外の頂点は図 83、図 84、図 92、図 94 の頂点により構成され

る。これらの頂点の orientation parityはすべて +1であるから、4.3.4節の場合と同様に c0 transition cycle

の orientation parityを決めるのは境界での寄与を考えればよいことがわかる。

1) 水平方向の境界

• A1、A2 の境界条件の場合境界では図 83、図 84のどちらかになるので、水平方向の１回のループ

により orientation parityは +1の寄与をする。

• A3、A4 の境界条件の場合境界では図 120、図 121のどちらかになるので、水平方向の１回のルー

プにより orientation parityは −1の寄与をする。

2) 垂直方向の境界

• A1、A3 の境界条件の場合境界では図 92、図 94のどちらかになるので、垂直方向の１回のループ

により orientation parityは +1の寄与をする。
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• A2、A4 の境界条件の場合境界では図 129、図 131のどちらかになるので、垂直方向の１回のルー

プにより orientation parityは −1の寄与をする。

したがって、１つの垂直方向に v 回ループし、水平方向に h 回ループする最短の c0 transition cycle の

orientation parity は 4.3.4 節の場合と同じになり表 1 となる。ここで、〈 定理 [F] 〉 により任意の曲線に
elementary c0 polygon を結合しても orientation parity は変わらないので任意のループする c0 transition

cycleに対しても表 1が成立する。したがって、transition graphを構成する任意の dimer配置による Pfaffian

の項の符号 (ボルツマン因子を除いたもの)は表 4、表 5のようになる。

表 4 (v, h) が同じ c0 transition cycle が偶

数個ある場合の c0 transition graph を構成

する任意の dimer 配置による Pfaffian の項

の符号

(v, h) A1 A2 A3 A4

(0, 0) + + + +

(奇数,偶数) + + + +

(偶数,奇数) + + + +

(奇数,奇数) + + + +

表 5 (v, h) が同じ c0 transition cycle が奇

数個ある場合の c0 transition graph を構成

する任意の dimer 配置による Pfaffian の項

の符号

(v, h) A1 A2 A3 A4

(0, 0) + + + +

(奇数,偶数) − + − +

(偶数,奇数) − − + +

(奇数,奇数) − + + −

したがって、トーラス状の境界の場合の分配関数は、4.3.4節の場合と同様に、図 140～図 143により構成

される 6NM × 6NM の行列 A1、A2、A3、A4 を用いて、

ZToroidal
DS =

1
2

(−PfA1 + PfA2 + PfA3 + PfA4) (4.4.13)

と書けることがわかる。
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4.5 Helmholtzの自由エネルギーの計算

4.5.1 行列 Hn、tHn、H̃n、tH̃n の導入

Helmholtzの自由エネルギーの計算をするために便利な行列 Hn、tHn、H̃n、tH̃n を導入する。それは、

Hn =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
1 0 0 · · · 0

 (4.5.1)

tHn =


0 0 · · · 0 1
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

 (4.5.2)

H̃n =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−1 0 0 · · · 0

 (4.5.3)

tH̃n =


0 0 · · · 0 −1
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

 (4.5.4)

である。この行列の関係は、

Hn
tHn = 1 (4.5.5)

H̃n
tH̃n = 1 (4.5.6)

となる。それぞれの行列の固有値を求めこの行列を対角化する。

・Hn の対角化

固有値を λ、固有関数を、

v =


v1

v2

v3

...
vn

 (4.5.7)

とすると、 

v2 = λv1

v3 = λv2

v4 = λv3

...
v1 = λvn

(4.5.8)
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となる。これより、

λn = 1 (4.5.9)

となる。したがって、この関係を満たす λは、

λ = exp
[
i
2kπ

n

]
(k = 1, 2, · · · , n) (4.5.10)

となる。つまり、Hn を対角化する直交行列 Un により、

U−1
n HnUn =


ei 2π

n 0 0 · · · 0
0 ei 4π

n 0 · · · 0
0 0 ei 6π

n · · · 0
...

...
...

. . . 0
0 0 0 · · · 1

 (4.5.11)

と対角化される。この Un を求めるために、k 番目の固有値である、

λk = exp
[
i
2kπ

n

]
(4.5.12)

の固有関数 vk を求めることとする。ただし、固有関数 vk の成分を、

vk =


v
(k)
1

v
(k)
2

v
(k)
3
...

v
(k)
n

 (4.5.13)

と書くこととする。このとき、

(Hn − λk)vk = 0 (4.5.14)

となっている必要があるため、固有関数は、
−ei 2kπ

n 1 0 · · · 0
0 −ei 2kπ

n 1 · · · 0
0 0 −ei 2kπ

n · · · 0
...

...
...

. . .
...

1 0 0 · · · −ei 2kπ
n




v
(k)
1

v
(k)
2

v
(k)
3
...

v
(k)
n

 = 0 (4.5.15)

を満たす必要がある。ここで、

v(k)
n = c (定数) (4.5.16)

とおくと、

v
(k)
l = cei 2kπ

n ×l (l = 1 ∼ n) (4.5.17)

となる。これより、vk が規格化されることを要請し、

v∗
kvk = 1 (4.5.18)
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となるように cを決めると、

c =
1√
n

(4.5.19)

となる。したがって、固有値 λk に対する固有関数 vk の成分は、

v
(k)
l =

1√
n

ei 2kπ
n ×l (l = 1 ∼ n) (4.5.20)

となることがわかる。ここで、行列 Hn を対角化する直交行列 Un は vk の線形結合で書けるため、正規直交

化されたものを考えると直交行列 Un の成分 ulk は、

ulk =
1√
n

ei 2klπ
n (k, l = 1 ∼ n) (4.5.21)

となる。次に、直交行列 Un の逆行列 U−1
n であるが、

U−1
n Un = 1 (4.5.22)

となっているために、U−1
n の成分を u′

k′l′ とすると、∑
l,l′

u′
k′l′ulkδl,l′ = δk′,k (4.5.23)

となる必要がある。ここで、ulk を代入すると、∑
l

u′
k′l

1√
n

ei 2klπ
n = δk′,k (4.5.24)

となる。これを満たす u′
k′l′ は、

u′
k′l′ =

1√
n

e−i 2l′k′π
n (l′, k′ = 1 ∼ n) (4.5.25)

であることがわかる。したがって、ulk を成分とする Un、u′
k′l′ を成分とする U−1

n により、Hn は (4.5.11)の

ように対角化される。実際、行列 Un、U−1
n を行列で書くと、

Un =
1√
n


ei 2π

n ei 4π
n · · · ei 2nπ

n

ei 4π
n ei 8π

n · · · ei 4nπ
n

...
...

. . .
...

ei 2nπ
n ei 4nπ

n · · · ei 2n2π
n

 (4.5.26)

U−1
n =

1√
n


e−i 2π

n e−i 4π
n · · · e−i 2nπ

n

e−i 4π
n e−i 8π

n · · · e−i 4nπ
n

...
...

. . .
...

e−i 2nπ
n e−i 4nπ

n · · · e−i 2n2π
n

 (4.5.27)

となる。
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・tHn の対角化

Hn の場合と同様に考えると、 

vn = λv1

v1 = λv2

v2 = λv3

...
vn−1 = λvn

(4.5.28)

となる。これより、

λn = 1 (4.5.29)

となることがわかり、この関係を満たし、かつ (4.5.5)を満たす λは、

λ = exp
[
−i

2kπ

n

]
(k = 1, 2, · · · , n) (4.5.30)

となる。つまり、tHn を対角化する直交行列 Un により、

U−1
n

tHnUn =


e−i 2π

n 0 0 · · · 0
0 e−i 4π

n 0 · · · 0
0 0 e−i 6π

n · · · 0
...

...
...

. . . 0
0 0 0 · · · 1

 (4.5.31)

と対角化される。この Un を Hn の場合と同様に考えると、固有値 λk に対する固有関数 vk は、
−e−i 2kπ

n 0 0 · · · 1
1 −e−i 2kπ

n 0 · · · 0
0 1 −e−i 2kπ

n · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · −e−i 2kπ
n




v
(k)
1

v
(k)
2

v
(k)
3
...

v
(k)
n

 = 0 (4.5.32)

を満たす必要がある。ここで、

v(k)
n = c (定数) (4.5.33)

とおくと、

v
(k)
l = cei 2kπ

n ×l (l = 1 ∼ n) (4.5.34)

となる。これは、Hn のときと同じ結果であるから、tHn を対角化する直交行列 Un の成分を ulk、逆行列 U−1
n

の成分を u′
k′l′ とすると、

ulk =
1√
n

ei 2klπ
n (k, l = 1 ∼ n) (4.5.35)

u′
k′l′ =

1√
n

e−i 2l′k′π
n (l′, k′ = 1 ∼ n) (4.5.36)

となる。これらを用いて、tHn は (4.5.31)のように対角化される。
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したがって、Hn、tHn を対角化する直交行列 Un は同じであり、Hn と tHn は同時に対角化できることが

わかる。

・H̃n の対角化

Hn の場合と同様に考えると、 

v2 = λv1

v3 = λv2

v4 = λv3

...
−v1 = λvn

(4.5.37)

となる。これより、

λn = −1 (4.5.38)

となることがわかる。したがって、この関係を満たす λは、

λ = exp
[
i
(2k − 1)π

n

]
(k = 1, 2, · · · , n) (4.5.39)

となる。つまり、H̃n を対角化する直交行列 Ũn により、

Ũ−1
n H̃nŨn =


ei π

n 0 0 · · · 0
0 ei 3π

n 0 · · · 0
0 0 ei 5π

n · · · 0
...

...
...

. . . 0
0 0 0 · · · −1

 (4.5.40)

と対角化される。この Ũn を Hn の場合と同様に考えると、固有値 λk に対する固有関数 vk は、
−ei

(2k−1)π
n 1 0 · · · 0

0 −ei
(2k−1)π

n 1 · · · 0
0 0 −ei

(2k−1)π
n · · · 1

...
...

...
. . .

...
−1 0 0 · · · −ei

(2k−1)π
n




v
(k)
1

v
(k)
2

v
(k)
3
...

v
(k)
n

 = 0 (4.5.41)

を満たす必要がある。ここで、

v(k)
n = c (定数) (4.5.42)

とおくと、

v
(k)
l = −cei

(2k−1)π
n ×l (l = 1 ∼ n) (4.5.43)

となる。これより、vk が規格化されることを要請すると cは、

c = − 1√
n

(4.5.44)
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となる。ただし、(4.5.43)の負符号を消去するため cを負符号とした。したがって、固有値 λk に対する固有

関数 vk の成分は、

v
(k)
l =

1√
n

ei
(2k−1)π

n ×l (l = 1 ∼ n) (4.5.45)

となる。ここで、行列 H̃n を対角化する直交行列 Ũn は vk の線形結合で書けるため、正規直交化されたもの

を考えると直交行列 Ũn の成分 ũlk は、

ũlk =
1√
n

ei
(2k−1)lπ

n (k, l = 1 ∼ n) (4.5.46)

となる。次に直交行列 Ũn の逆行列 Ũ−1
n は、Ũ−1

n の成分を ũ′
k′l′ とすると、∑

l,l′

ũ′
k′l′ ũlkδl,l′ = δk′,k (4.5.47)

となる必要がある。ここで、ũlk を代入すると、∑
l

ũ′
k′l

1√
n

ei
(2k−1)lπ

n = δk′,k (4.5.48)

となる。これを満たす ũ′
k′l′ は、

ũ′
k′l′ =

1√
n

e−i
(2k′−1)l′π

n (l′, k′ = 1 ∼ n) (4.5.49)

であることがわかる。したがって、ũlk を成分とする Ũn、ũ′
k′l′ を成分とする Ũ−1

n により、H̃n は (4.5.40)の

ように対角化される。実際、行列 Ũn、Ũ−1
n を行列で書くと、

Ũn =
1√
n


ei π

n ei 3π
n · · · ei

(2n−1)π
n

ei 2π
n ei 6π

n · · · ei
(2n−1)2π

n

...
...

. . .
...

ei nπ
n ei 3nπ

n · · · ei
(2n−1)nπ

n

 (4.5.50)

Ũ−1
n =

1√
n


e−i π

n e−i 2π
n · · · e−i nπ

n

e−i 3π
n e−i 6π

n · · · e−i 3nπ
n

...
...

. . .
...

e−i
(2n−1)π

n e−i
(2n−1)2π

n · · · e−i
(2n−1)nπ

n

 (4.5.51)

となる。

・tH̃n の対角化

Hn の場合と同様に考えると、 

−vn = λv1

v1 = λv2

v2 = λv3

...
vn−1 = λvn

(4.5.52)
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となる。これより、

λn = −1 (4.5.53)

となることがわかり、この関係を満たし、かつ (4.5.6)を満たす λは、

λ = exp
[
−i

(2k − 1)π
n

]
(l = k, 2, · · · , n) (4.5.54)

となる。つまり、tH̃n を対角化する直交行列 Ũ により、

Ũ−1tH̃nŨ =


e−i π

n 0 0 · · · 0
0 e−i 3π

n 0 · · · 0
0 0 e−i 5π

n · · · 0
...

...
...

. . . 0
0 0 0 · · · −1

 (4.5.55)

と対角化される。この Ũn を Hn の場合と同様に考えると、固有値 λk に対する固有関数 vk は、
−e−i

(2k−1)π
n 0 0 · · · −1

1 −e−i
(2k−1)π

n 0 · · · 0
0 1 −e−i

(2k−1)π
n · · · 0

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · −e−i

(2k−1)π
n




v
(k)
1

v
(k)
2

v
(k)
3
...

v
(k)
n

 = 0 (4.5.56)

を満たす必要がある。ここで、

v(k)
n = c (定数) (4.5.57)

とおくと、

v
(k)
l = cei

(2k−1)π
n ×l (l = 1 ∼ n) (4.5.58)

となる。これは、H̃n のときと同じ結果であるから、tH̃n を対角化する直交行列 Ũn の成分を ũlk、逆行列 Ũ−1
n

の成分を ũ′
k′l′ とすると、

ũlk =
1√
n

ei
(2k−1)lπ

n (k, l = 1 ∼ n) (4.5.59)

ũ′
k′l′ =

1√
n

e−i
(2k′−1)lπ

n (l′, k′ = 1 ∼ n) (4.5.60)

となる。これらを用いて、tH̃n は (4.5.55)のように対角化される。

したがって、H̃n、tH̃n を対角化する直交行列 Ũn は同じであり、H̃n と tH̃n は同時に対角化できることが

わかる。

4.5.2 トーラス状の境界条件の Isingモデルの Helmholtzの自由エネルギー

行列Hn、tHn、H̃n、tH̃n を用いて Isingモデルのトーラス状の境界条件を持つ場合を考える。このとき境

界条件によって、４つの行列 Ai が存在する。これをそれぞれ評価する。
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・A1(図 140)に対応する境界条件

A1 は、

A1 =


0 0 −1 0 0 1
0 0 0 −1 1 0
1 0 0 0 0 −1
0 1 0 0 −1 0
0 −1 0 1 0 1
−1 0 1 0 −1 0

 ⊗ IM ⊗ IN

+


0 z2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ⊗ HM ⊗ IN +


0 0 0 0 0 0

−z2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ⊗ tHM ⊗ IN

+


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 z1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ⊗ IM ⊗ HN +


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 −z1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ⊗ IM ⊗ tHN (4.5.61)

となる。ただし、In は n × nの単位行列である。また、右辺第２項は右側の格子点との相互作用、右辺第３

項は左側の格子点との相互作用、右辺第４項は上側の格子点との相互作用、右辺第５項は下側の格子点との相

互作用をそれぞれ表している。書き方を変えると、

A1 = A(n,m;n,m) ⊗ IM ⊗ IN + A(n, m;n,m + 1) ⊗ HM ⊗ IN

+ A(n, m + 1;n,m) ⊗ tHM ⊗ IN + A(n,m;n + 1,m) ⊗ IM ⊗ HN + A(n + 1,m;n,m) ⊗ IM ⊗ tHN

(4.5.62)

となる。ここで、Hn、tHn は直交行列 Un で同時対角化可能なので、

U6NM = I6 ⊗ UM ⊗ UN (4.5.63)

U−1
6NM = I6 ⊗ U−1

M ⊗ U−1
N (4.5.64)

により、左右方向の相互作用を表すM ×M 行列および上下方向の相互作用を表すN ×N 行列は対角化され、

U−1
6NMA1U6NM = B(n,m;n,m) ⊗ IM ⊗ IN (4.5.65)

となる。ただし、B(n,m;n,m)は 6 × 6の行列で、

B(n,m;n,m) =



0 z2e
i 2mπ

M −1 0 0 1
−z2e

−i 2mπ
M 0 0 −1 1 0

1 0 0 z1e
i 2nπ

N 0 −1
0 1 −z1e

−i 2nπ
N 0 −1 0

0 −1 0 1 0 1
−1 0 1 0 −1 0

 (4.5.66)

である。よって、A1 は 6 × 6行列が対角に並んだ 6NM × 6NM 行列となる。
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・A2(図 141)に対応する境界条件

A2 は、A1 の場合と同様に、

A2 = A(n,m;n,m) ⊗ IM ⊗ IN + A(n, m;n,m + 1) ⊗ HM ⊗ IN

+ A(n, m + 1;n,m) ⊗ tHM ⊗ IN + A(n,m;n + 1,m) ⊗ IM ⊗ H̃N + A(n + 1,m;n,m) ⊗ IM ⊗ tH̃N

(4.5.67)

となる。ここで、Hn、tHn は直交行列 Un で、H̃n、tH̃n は直交行列 Ũn でそれぞれ同時対角化可能なので、

U6NM = I6 ⊗ UM ⊗ ŨN (4.5.68)

U−1
6NM = I6 ⊗ U−1

M ⊗ Ũ−1
N (4.5.69)

により、左右方向の相互作用を表すM ×M 行列および上下方向の相互作用を表すN ×N 行列は対角化され、

U−1
6NMA2U6NM = B(n,m;n,m) ⊗ IM ⊗ IN (4.5.70)

となる。ただし、B(n,m;n,m)は 6 × 6の行列で、

B(n,m;n,m) =



0 z2e
i 2mπ

M −1 0 0 1
−z2e

−i 2mπ
M 0 0 −1 1 0

1 0 0 z1e
i
(2n−1)π

N 0 −1
0 1 −z1e

−i
(2n−1)π

N 0 −1 0
0 −1 0 1 0 1
−1 0 1 0 −1 0


(4.5.71)

である。よって、A2 は 6 × 6行列が対角に並んだ 6NM × 6NM 行列となる。

・A3(図 142)に対応する境界条件

A3 は、A1 の場合と同様に、

A3 = A(n,m;n,m) ⊗ IM ⊗ IN + A(n, m;n,m + 1) ⊗ H̃M ⊗ IN

+ A(n, m + 1;n,m) ⊗ tH̃M ⊗ IN + A(n,m;n + 1,m) ⊗ IM ⊗ HN + A(n + 1,m;n,m) ⊗ IM ⊗ tHN

(4.5.72)

となる。ここで、H̃n、tH̃n は直交行列 Ũn で、Hn、tHn は直交行列 Un でそれぞれ同時対角化可能なので、

U6NM = I6 ⊗ ŨM ⊗ UN (4.5.73)

U−1
6NM = I6 ⊗ Ũ−1

M ⊗ U−1
N (4.5.74)

により、左右方向の相互作用を表すM ×M 行列および上下方向の相互作用を表すN ×N 行列は対角化され、

U−1
6NMA3U6NM = B(n,m;n,m) ⊗ IM ⊗ IN (4.5.75)

となる。ただし、B(n,m;n,m)は 6 × 6の行列で、

B(n,m;n,m) =



0 z2e
i
(2m−1)π

M −1 0 0 1
−z2e

−i
(2m−1)π

M 0 0 −1 1 0
1 0 0 z1e

i 2nπ
N 0 −1

0 1 −z1e
−i 2nπ

N 0 −1 0
0 −1 0 1 0 1
−1 0 1 0 −1 0


(4.5.76)
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である。よって、A3 は 6 × 6行列が対角に並んだ 6NM × 6NM 行列となる。

・A4(図 143)に対応する境界条件

A4 は、A1 の場合と同様に、

A4 = A(n,m;n,m) ⊗ IM ⊗ IN + A(n, m;n,m + 1) ⊗ H̃M ⊗ IN

+ A(n, m + 1;n,m) ⊗ tH̃M ⊗ IN + A(n,m;n + 1,m) ⊗ IM ⊗ H̃N + A(n + 1,m;n,m) ⊗ IM ⊗ tH̃N

(4.5.77)

となる。ここで、H̃n、tH̃n は直交行列 Ũn で同時対角化可能なので、

U6NM = I6 ⊗ ŨM ⊗ ŨN (4.5.78)

U−1
6NM = I6 ⊗ Ũ−1

M ⊗ Ũ−1
N (4.5.79)

により、左右方向の相互作用を表すM ×M 行列および上下方向の相互作用を表すN ×N 行列は対格化され、

U−1
6NMA4U6NM = B(n,m;n,m) ⊗ IM ⊗ IN (4.5.80)

となる。ただし、B(n,m;n,m)は 6 × 6の行列で、

B(n, m;n,m) =



0 z2e
i
(2m−1)π

M −1 0 0 1
−z2e

−i
(2m−1)π

M 0 0 −1 1 0
1 0 0 z1e

i
(2n−1)π

N 0 −1
0 1 −z1e

−i
(2n−1)π

N 0 −1 0
0 −1 0 1 0 1
−1 0 1 0 −1 0


(4.5.81)

である。よって、A4 は 6 × 6行列が対角に並んだ 6NM × 6NM 行列となる。

これより、以上の A1、A2、A3、A4 の行列式は、

detAi =
∏
θ1

∏
θ2

det


0 z2e

iθ2 −1 0 0 1
−z2e

−iθ2 0 0 −1 1 0
1 0 0 z1e

iθ1 0 −1
0 1 −z1e

−iθ1 0 −1 0
0 −1 0 1 0 1
−1 0 1 0 −1 0

 (4.5.82)

となる。ただし、

A1 :

{
θ1 = 2nπ

N (n = 1, 2, · · · , N)
θ2 = 2mπ

M (m = 1, 2, · · · ,M)
(4.5.83)

A2 :

{
θ1 = (2n−1)π

N (n = 1, 2, · · · , N)
θ2 = 2mπ

M (m = 1, 2, · · · ,M)
(4.5.84)

A3 :

{
θ1 = 2nπ

N (n = 1, 2, · · · , N)
θ2 = (2m−1)π

M (m = 1, 2, · · · ,M)
(4.5.85)

A4 :

{
θ1 = (2n−1)π

N (n = 1, 2, · · · , N)
θ2 = (2m−1)π

M (m = 1, 2, · · · ,M)
(4.5.86)

とした。
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しかし、N,M → ∞の極限では、θ1、θ2 は離散的ではなく [0, 2π]の範囲で連続的になるため、det Ai(i =

1, 2, 3, 4)は同じ値となり、

detA1 = detA2 = detA3 = detA4 = detAi (4.5.87)

となる。

これより、分配関数 Z は、

Z = (2 cosh K1 cosh K2)NM
∑
v.h

Nvhzv
1zh

2

= (2 cosh K1 cosh K2)NM 1
2
(−PfA1 + PfA2 + PfA3 + PfA4) (4.5.88)

= (2 cosh K1 cosh K2)NM 1
2
[−(detA1)

1
2 + (detA2)

1
2 + (detA3)

1
2 + (detA4)

1
2 ] (4.5.89)

= (2 cosh K1 cosh K2)NM (detAi)
1
2 (4.5.90)

となる。

ここで、det Ai の値を求める。ここで、R列− 1列、L列+ 2列、U列+ 1列、D列− 2列を実行すると、

det



R L U D 1 2

R 0 z2e
iθ2 −1 0 0 1

L −z2e
−iθ2 0 0 −1 1 0

U 1 0 0 z1e
iθ1 0 −1

D 0 1 −z1e
−iθ1 0 −1 0

1 0 −1 0 1 0 1
2 −1 0 1 0 −1 0



= det



R L U D 1 2

R 0 1 + z2e
iθ2 −1 −1 0 1

L −1 − z2e
−iθ2 0 1 −1 1 0

U 1 −1 0 1 + z1e
iθ1 0 −1

D 1 1 −1 − z1e
−iθ1 0 −1 0

1 0 0 0 0 0 1
2 0 0 0 0 −1 0



= det



R L U D

R 0 1 + z2e
iθ2 −1 −1

L −1 − z2e
−iθ2 0 1 −1

U 1 −1 0 1 + z1e
iθ1

D 1 1 −1 − z1e
−iθ1 0

 (4.5.91)
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となり 6 × 6の行列式を 4 × 4の行列式に縮小できた。これを計算すると、

det


0 1 + z2e

iθ2 −1 −1
−1 − z2e

−iθ2 0 1 −1
1 −1 0 1 + z1e

iθ1

1 1 −1 − z1e
−iθ1 0


= −(−1 − z2e

−iθ2)

∣∣∣∣∣∣
1 + z2e

iθ2 −1 −1
−1 0 1 + z1e

iθ1

1 −1 − z1e
−iθ1 0

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
1 + z2e

iθ2 −1 −1
0 1 −1
1 −1 − z1e

−iθ1 0

∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣
1 + z2e

iθ2 −1 −1
0 1 −1
−1 0 1 + z1e

iθ1

∣∣∣∣∣∣
= 1 − (eiθ1 + e−iθ1)z1 − (eiθ2 + e−iθ2)z2 + (eiθ2 + e−iθ2)z2

1z2 + (eiθ1 + e−iθ1)z1z
2
2 + z2

1 + z2
2 + z2

1z2
2

= (1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2 (4.5.92)

となる。よって、

detAi =
∏
θ1

∏
θ2

[(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2] (4.5.93)

となる。つまり、分配関数 Z は、

Z = (2 cosh K1 cosh K2)NM
∏
θ1

∏
θ2

[(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2]
1
2 (4.5.94)

となる。

ここで、１スピンあたりの Helmholtzの自由エネルギー F は、

F = − 1
NM

kBT lnZ (4.5.95)

となるので、

F = − 1
NM

kBT ln
{

(2 cosh K1 cosh K2)NM
∏
θ1

∏
θ2

[(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2]
1
2

}
= −kBT

{
ln(2 cosh K1 cosh K2) +

1
2

1
NM

∑
θ1

∑
θ2

ln[(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2]
}

(4.5.96)

と変形できる。ここで、N,M → ∞の極限をとり和を積分に置き換えると、∑
θ1

→ N

2π

∫ 2π

0

dθ1 (4.5.97)

∑
θ2

→ M

2π

∫ 2π

0

dθ2 (4.5.98)

となるので、

F = −kBT
{

ln(2 cosh K1 cosh K2)

+
1
2

1
(2π)2

∫ 2π

0

dθ1

∫ 2π

0

dθ2 ln[(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2]
}

(4.5.99)
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となる。また、

ln(2 cosh K1 cosh K2) = ln 2 +
1
2

1
(2π)2

∫ 2π

0

dθ1

∫ 2π

0

dθ2 ln(coshK1 cosh K2)2 (4.5.100)

となるので、

F = −kBT
{

ln 2 +
1
2

1
(2π)2

∫ 2π

0

dθ1

∫ 2π

0

dθ2 ln(cosh2 K1 cosh2 K2)[(1 + tanh2 K1)(1 + tanh2 K2)

− 2 tanhK1(1 − tanh2 K2) cos θ1 − 2 tanhK2(1 − tanh2 K1) cos θ2]
}

(4.5.101)

となる。また、

cosh2 K1(1 + tanh2 K1) = cosh2 K1 + sinh2 K1 = cosh 2K1 (4.5.102)

cosh2 K2(1 + tanh2 K2) = cosh2 K2 + sinh2 K2 = cosh 2K2 (4.5.103)

cosh2 K1(1 − tanh2 K1) = cosh2 K1
1

cosh2 K1

= 1 (4.5.104)

cosh2 K2(1 − tanh2 K2) = cosh2 K2
1

cosh2 K2

= 1 (4.5.105)

であるので、

F = −kBT
{

ln 2 +
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln[cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K1 cos θ1 − sinh 2K2 cos θ2]
}

(4.5.106)

となる。ただし、θ1、θ2 がともに周期 2π の周期関数であるから、積分範囲を変更した。
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4.6 dimer統計と Isingモデルとの対応２

Isingモデルを dimer統計と対応させるために、１つの格子点を６つの格子点に拡張して考えることを 4.4

節で行った。ここでは、１つの格子点を４つの格子点に拡張することを考える。これより、構成される行列が

6NM ×6NM から、4NM ×4NM へと減らすことができる。６つの格子点に拡張した場合、A(n,m;n′,m′)

は 6 × 6の行列であった。対角化し行列式を計算する際 (4.5.91)のように６サイトクラスターの１、２番の格

子点をなくし最終的に計算する行列式は 4 × 4に縮小できた。これより、初めから６サイトクラスターの１、

２番の格子点をなくしたものからも同様の行列式が形成されると考えられる。すなわち、A(n, m;n′,m′)を左

右方向の相互作用を表すM × M の行列の (m,m′)成分、上下方向の相互作用を表す N × N 行列の (n, n′)

成分に対する 4 × 4の行列とするとき、

A(n, m;n,m) =



R L U D

R 0 1 −1 −1
L −1 0 1 −1
U 1 −1 0 1
D 1 1 −1 0

 (4.6.1)

A(n,m;n,m + 1) =



R L U D

R 0 z2 0 0
L 0 0 0 0
U 0 0 0 0
D 0 0 0 0

 (4.6.2)

A(n,m + 1; n,m) =



R L U D

R 0 0 0 0
L −z2 0 0 0
U 0 0 0 0
D 0 0 0 0

 (4.6.3)

A(n,m;n + 1,m) =



R L U D

R 0 0 0 0
L 0 0 0 0
U 0 0 0 z1

D 0 0 0 0

 (4.6.4)

A(n + 1, m;n,m) =



R L U D

R 0 0 0 0
L 0 0 0 0
U 0 0 0 0
D 0 0 −z1 0

 (4.6.5)

とできる。よって、１つの格子点は図 147のように４つの格子点に拡張される。また、自由端の場合の格子全

体は図 148のようになる。
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図 147 Isingモデルの１格子点に対応する図
図 148 自由端の正方格子
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図 149 Isingモデルと dimer配置の対応表

このようにすると図 149のように Isingモデルの１つの格子点がとりうるボンド結合と図 147のように拡張

した際とりうる dimer配置は対応付けできる。

においてボンド数が偶数個のすべての配列を表すことができる。ここで、１つの格子点に対して Isingモデ

ルと dimer統計の対応は他の場合は１対１対応なのに対し、ボンド数が０の場合に対応する dimer配置のみ

３通り存在する。ここで、図 149のボンド数が０の場合に対応する dimer配置 (a)の配置を p1、(b)の配置

を p2、(c)の配置を p3 とする。ここで、p1 に対するボルツマン因子を考える。p1 は、

p1 = |R,D|L,U|1, 2| (4.6.6)
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となる。これより、

A(n,m;n,m)RDA(n,m;n,m)LU = −1 (4.6.7)

となる。RDLUを RLUDにするには２回置換を行えばよいので、置換のパリティは +1となる。すなわち、

δp1A(n,m;n,m)RDA(n,m;n,m)LU = −1 (4.6.8)

となる。そのため、p1 と p2、p1 と p3 からなる transition cycleを考えると図 150、図 151のようになる。

図 150 実線は p1、点線は p2 である。p1 と

p2 からなる transition cycleの時計回りの矢

印の数は奇数であるため、p1 と p2 の寄与は

同符号である。p1 からの寄与は −1であるか

ら、p2 の寄与も −1である。

図 151 実線は p1、点線は p3 である。p1 と

p3 からなる transition cycleの時計回りの矢

印の数は偶数であるため、p1 と p3 の寄与は

異符号である。p1 からの寄与は −1であるか

ら、p3 の寄与は +1である。

したがって、１つの格子点に対してこの３通りの dimer 配置からの寄与は −1 + (−1) + 1 = −1 となる。

よって、この場合も１対１対応となる。

図 152 A1 の境界条件 図 153 A2 の境界条件
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図 154 A3 の境界条件 図 155 A4 の境界条件

トーラス状の境界条件の考えると図 152～図 155の４つの境界条件が存在し、この格子について今までと同

様の議論により、4.5節と同様の分配関数および Helmholtzの自由エネルギーが導出される。第 6章で相関関

数を求めるが、そこでは１つの格子点を４つの格子点に拡張した場合の 4NM × 4NM の行列 Aを用いて議

論を行う。

109



5 物理量の表記および温度依存性

第 3章、第 4章で求めた Helmholtzの自由エネルギーを用いて内部エネルギーおよび比熱を求める。また、

それぞれの温度依存性を評価する。まず、5.1節では簡単のため J1 = J2 の等方的な場合 [12]を議論する。ま

た、5.2節では異方的な場合の Helmholtzの自由エネルギーの温度依存性を求める。また、転移温度の評価も

行う。5.3節では、J1 6= J2 の異方的な場合の内部エネルギー [8, pp.96–102]を完全楕円積分を用いた形で求

め温度依存性を評価する。最後に、5.4節では J1 6= J2 の異方的な場合の比熱 [8, pp.102–106]を完全楕円積

分を用いた形で求め温度依存性を評価する。この比熱に発散があり、２次元 Isingモデルは２次相転移を持つ

ことを示すことができる。

5.1 J1 = J2 の場合

5.1.1 Helmholtzの自由エネルギー

第 3章、第 4章で求めた Helmholtzの自由エネルギー F を J1 = J2 と相互作用が縦横の両方向で同じ場合

を考える。この場合、

K1 = K2 ≡ K (5.1.1)

となる。したがって、

F = −kBT

{
ln(2 cosh2 K) +

1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln
[
(1 + z2)2 − 2z(1 − z2)(cos θ1 + cos θ2)

]}
(5.1.2)

となる。ここで、

ln
[
(1 + z2)2 − 2z(1 − z2)(cos θ1 + cos θ2)

]
= ln

[
cosh2 2K

cosh4 K
− 2

sinhK

cosh3 K
(cos θ1 + cos θ2)

]
= ln

[
cosh2 2K

cosh4 K

]
+ ln

[
1 − 2

sinhK cosh K

cosh2 2K
(cos θ1 + cos θ2)

]
= ln

[
cosh2 2K

cosh4 K

]
+ ln

[
1 − 1

cosh 2K coth 2K
(cos θ1 + cos θ2)

]
(5.1.3)

となるから、

F = −kBT

{
ln(2 cosh2 K) +

1
2

ln
[
cosh2 2K

cosh4 K

]
+

1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln
[
1 − 1

cosh 2K coth 2K
(cos θ1 + cos θ2)

]}
= −kBT

{
ln(2 cosh 2K) +

1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln
[
1 − 1

cosh 2K coth 2K
(cos θ1 + cos θ2)

]}
= −kBT

{
ln(2 cosh 2K) +

1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln
[
1 − 2

cosh 2K coth 2K
cos

θ1 + θ2

2
cos

θ1 − θ2

2

]}
(5.1.4)

となる。ただし、

cos θ1 + cos θ2 = 2 cos
θ1 + θ2

2
cos

θ1 − θ2

2
(5.1.5)
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図 156 k のK 依存性

となることを用いた。ここで、

k ≡ 2
cosh 2K coth 2K

=
2 sinh 2K

cosh2 2K
(5.1.6)

とおく。ただし、k はK 依存性が図 156のようになるため、任意のK において −1 ≤ k ≤ 1であることがわ

かる。

また、

ω1 ≡ θ1 + θ2

2
(5.1.7)

ω2 ≡ θ1 − θ2

2
(5.1.8)

と変数変換すると、

F = −kBT

{
ln(2 cosh 2K) +

1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dω1

∫ π

−π

dω2 ln [1 − k cos ω1 cos ω2]
}

(5.1.9)

となる。ここで、右辺第２項の積分は c = −k cos ω1 とおくことにより付録 Eの (付録 E.21)を用いて計算す

ることができ、

1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dω1

∫ π

−π

dω2 ln [1 − k cos ω1 cos ω2] =
1

2π2

∫ π

0

dω1

∫ π

0

dω2 ln [1 − k cos ω1 cos ω2]

=
1

2π2

∫ π

0

[∫ π

0

ln(1 + c cos ω2)dω2

]
dω1

=
1

2π2

∫ π

0

π ln
[
1
2

(
1 +

√
1 − c2

)]
dω1

=
1
2π

∫ π

0

ln
[
1
2

(
1 +

√
1 − k2 cos2 ω1

)]
dω1 (5.1.10)

となり Helmholtzの自由エネルギー F は、

F = −kBT

{
ln(2 cosh 2K) +

1
2π

∫ π

0

ln
[
1
2

(
1 +

√
1 − k2 cos2 ω

)]
dω

}
(5.1.11)

となる。ただし、積分変数は１つであるから ω1 → ω とした。

111



5.1.2 内部エネルギー

内部エネルギー U は Helmholtzの自由エネルギーにより、

U = −T 2 ∂

∂T

(
F

T

)
= −T 2 ∂K

∂T

∂

∂K

(
F

T

)
(5.1.12)

となるから、F/T をK で微分したものを求める必要がある。そのため、

lnλ ≡ − F

kBT
= ln(2 cosh 2K) +

1
2π

∫ π

0

ln
[
1
2

(
1 +

√
1 − k2 cos2 ω

)]
dω (5.1.13)

をK で微分する。これは、

∂ lnλ

∂K
= − 1

kB

∂

∂K

(
F

T

)
= 2 tanh 2K +

1
2π

∫ π

0

∂

∂K
ln

[
1
2

(
1 +

√
1 − k2 cos2 ω

)]
dω (5.1.14)

となる。この右辺第二項の積分中の微分を実行すると、

∂

∂K
ln

[
1
2

(
1 +

√
1 − k2 cos2 ω

)]
=

∂

∂K
ln

(
1 +

√
1 − k2 cos2 ω

)

= −1
2

(
1 − k2 cos2 ω

)− 1
2 cos2 ω

(
∂k2

∂K

)
1 +

√
1 − k2 cos2 ω

= −1
2

(
∂k2

∂K

)
cos2 ω(1 − k2 cos2 ω)−

1
2

1 +
√

1 − k2 cos2 ω
× 1 −

√
1 − k2 cos2 ω

1 −
√

1 − k2 cos2 ω

= −1
2

(
∂k2

∂K

)
1
k2

(
1√

1 − k2 cos2 ω
− 1

)
(5.1.15)

となる。したがって、

∂ lnλ

∂K
= 2 tanh 2K − 1

4π

(
∂k2

∂K

)
1
k2

∫ π

0

(
1√

1 − k2 cos2 ω
− 1

)
dω

= 2 tanh 2K − 1
4π

(
∂k2

∂K

)
1
k2

(∫ π

0

1√
1 − k2 cos2 ω

dω − π

)
(5.1.16)

となる。ここで、右辺の積分を、

I2 ≡
∫ π

0

1√
1 − k2 cos2 ω

dω (5.1.17)

とおく。このとき、

cos ω = sin t , dω = −dt (5.1.18)

と変数変換する。積分区間は、

ω 0 → π

t π
2 → −π

2

であるから、

I2 = −
∫ −π

2

π
2

1√
1 − k2 sin2 t

dt

= 2
∫ π

2

0

1√
1 − k2 sin2 t

dt (5.1.19)

≡ 2K(k) (5.1.20)
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となる。ここで、0 ≤ k2 ≤ 1であるからK(k)は第一種完全楕円積分である。したがって、

∂ lnλ

∂K
= 2 tanh 2K − 1

2π

(
∂k2

∂K

)
1
k2

{
K(k) − π

2

}
(5.1.21)

となる。ここで、

∂k

∂K
=

∂

∂K

(
2 sinh 2K

cosh2 2K

)
=

4 cosh 2K(cosh2 2K − 2 sinh2 2K)
cosh4 2K

=
4(1 − sinh2 2K)

cosh3 2K
(5.1.22)

となるので、

2 tanh 2K +
1
2π

(
∂k2

∂K

)
1
k2

π

2
= 2 tanh 2K +

1
2k

∂k

∂K

= 2 tanh 2K +
1 − sinh2 2K

sinh 2K cosh 2K

=
1 + sinh2 2K

sinh 2K cosh 2K
= coth 2K (5.1.23)

となる。また、

− 1
2π

(
∂k2

∂K

)
1
k2

= − 1
πk

∂k

∂K
= − 1

π

2(1 − sinh2 2K)
sinh 2K cosh 2K

= − 2
π

(
1

sinh 2K cosh 2K
− tanh 2K

)
= − 2

π
coth 2K tanh 2K

(
1

sinh 2K cosh 2K
− tanh 2K

)
=

2
π

coth 2K

(
tanh2 2K − 1

cosh2 2K

)
(5.1.24)

となり、

1 − tanh2 2K =
1

cosh2 2K
(5.1.25)

となることを用いると、

− 1
πk

∂k

∂K
=

2
π

coth 2K(2 tanh2 2K − 1)

=
2
π

coth 2Kk′′ (5.1.26)

となる。ただし、

k′′ ≡ 2 tanh2 2K − 1 (5.1.27)

とおいた。したがって、

∂ lnλ

∂K
= coth 2K

[
1 +

2
π

k′′K(k)
]

(5.1.28)
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となる。

ここで、

∂K

∂T
= − J

2kB
T−2 (5.1.29)

となるから、

U = −J

2
∂ lnλ

∂K

= −J

2
coth 2K

[
1 +

2
π

k′′K(k)
]

(5.1.30)

となる。

5.1.3 比熱

比熱 C は、

C =
∂U

∂T
=

∂K

∂T

∂U

∂K

= − J

2kB
T−2

(
−J

2
∂2

∂K2
ln λ

)
=

J2

4kBT 2

∂2 lnλ

∂K2
(5.1.31)

となるので、lnλをK で２階微分する必要がある。これは、

∂2 ln λ

∂K2
=

∂ coth 2K

∂K

[
1 +

2
π

k′′K(k)
]

+ coth 2K
∂

∂K

[
1 +

2
π

k′′K(k)
]

=
∂ coth 2K

∂K

[
1 +

2
π

k′′K(k)
]

+
2
π

coth 2K

[
∂k′′

∂K
K(k) + k′′ ∂K(k)

∂K

]
(5.1.32)

となる。ここで、

∂ coth 2K
∂K

= − 2
sinh2 2K

= −2 coth2 2K
1

cosh2 2K

= −2 coth2 2K(1 − tanh2 2K)

= − coth2 2K{1 − (2 tanh2 2K − 1)}
= − coth2 2K(1 − k′′) (5.1.33)

である。これより、(5.1.32)の右辺第１項は、

∂ coth 2K

∂K

[
1 +

2
π

k′′K(k)
]

= − 2
π

coth2 2K(1 − k′′)
[π

2
+ k′′K(k)

]
(5.1.34)

となる。
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また、

∂k′′

∂K
=

∂

∂K
(2 tanh2 2K − 1)

= 4 tanh 2K
∂ tanh 2K

∂K

= 4 tanh 2K
2

cosh2 2K

=
8 sinh 2K

cosh3 2K
(5.1.35)

∂K(k)
∂K

=
∂k

∂K

∂K(k)
∂k

=
∂k

∂K

1
k

{
E(k)
1 − k2

− K(k)
}

= −2 coth 2K(2 tanh2 2K − 1)
{

E(k)
1 − k2

− K(k)
}

(5.1.36)

となる。ただし、E(k)は、

E(k) =
∫ π

2

0

√
1 − k2 sin2 tdt (5.1.37)

であり、式変形においては付録 Fで導出される (付録 F.1)を用いた。

これより、(5.1.32)の右辺第２項は、

2
π

coth 2K

[
∂k′′

∂K
K(k) + k′′ ∂K(k)

∂K

]
=

2
π

coth 2K

[
8 sinh 2K

cosh3 2K
K(k)

− 2 coth 2K(2 tanh2 2K − 1)2
{

E(k)
1 − k2

− K(k)
}]

(5.1.38)

となる。このうちK(k)にかかる係数は、

2
π

coth 2K
{

8 sinh 2K

cosh3 2K
+ 2 coth 2K(2 tanh2 2K − 1)2

}
=

2
π

coth2 2K

{
8 sinh2 2K

cosh4 2K
+ 2(2 tanh2 2K − 1)2

}
=

2
π

coth2 2K

{
8 sinh2 2K

cosh4 2K
+ 8 tanh4 2K − 8 tanh2 2K + 2

}
(5.1.39)

となるが、ここで、

sinh2 2K

cosh4 2K
− tanh2 2K =

sinh2 2K − sinh2 2K cosh2 2K

cosh4 2K

=
sinh2 2K

cosh4 2K
(1 − cosh2 2K)

= − tanh4 2K (5.1.40)

を用いると、

2
π

coth 2K

{
8 sinh 2K

cosh3 2K
+ 2 coth 2K(2 tanh2 2K − 1)2

}
=

2
π

coth2 2K × 2 (5.1.41)
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となる。また、E(k)にかかる係数は、

(2 tanh2 2K − 1)2 = 4 tanh4 2K − 4 tanh2 2K + 1

= 4
sinh2 2K(sinh2 2K − cosh2 2K)

cosh4 2K
+ 1

= 1 − 4 sinh2 2K

cosh4 2K

= 1 − k2 (5.1.42)

となることより、

2
π

coth 2K

{
−2 coth 2K(2 tanh2 2K − 1)2

1
1 − k2

}
= − 2

π
coth2 2K × 2 (5.1.43)

となる。

したがって、これらをまとめると、

∂2 lnλ

∂K2
=

2
π

coth2 2K
{

2K(k) − 2E(k) − (1 − k′′)
[π

2
+ k′′K(k)

]}
(5.1.44)

が得られる。

よって比熱 C は、

C =
J2

4kBT 2

2
π

coth2 2K
{

2K(k) − 2E(k) − (1 − k′′)
[π

2
+ k′′K(k)

]}
(5.1.45)

となる。

5.1.4 自由エネルギー、内部エネルギー、比熱の温度依存性

以上の結果をまとめると、J1 = J2 ≡ J と相互作用が等方的な場合、自由エネルギー F、内部エネルギー

U、比熱 C はそれぞれ、

F = −kBT

{
ln(2 cosh 2K) +

1
2π

∫ π

0

ln
[
1
2

(
1 +

√
1 − k2 cos2 ω

)]
dω

}
(5.1.46)

U = −J

2
coth 2K

[
1 +

2
π

k′′K(k)
]

(5.1.47)

C =
J2

4kBT 2

2
π

coth2 2K
{

2K(k) − 2E(k) − (1 − k′′)
[π

2
+ k′′K(k)

]}
(5.1.48)

で与えられる。

次に、これらの温度依存性を数値的に評価する。まず、自由エネルギー F の温度依存性は図 158に示すよ

うになる。このように F は温度により単調に減少することがわかる。このとき、(3.3.26)において定義される

Tc(このときのK をKc とする)は、

sinh 2Kc = sinh
J

kBTc
= 1 (5.1.49)

を満たす温度であるが、この値を実際に計算すると、

J

kBTc
= sinh−1 1 ∼= 0.881374 (5.1.50)
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図 157 第一種完全楕円積分K(k)、第二種完

全楕円積分 E(k)の k 依存性
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図 158 自由エネルギー F の温度依存性
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図 159 内部エネルギー U の温度依存性
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図 160 比熱 C の温度依存性

より、

2kBTc

J
∼= 2.26918 (5.1.51)

と評価される。

次に U、C の温度依存性について考えることとする。このため、第一種完全楕円積分 K(k)、第二種完全

楕円積分 E(k) の性質を調べる。それぞれの k 依存性は図 157 のようになる。このように、k = 1 において
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K(k)は発散する。ここで、T = Tc のとき k の値は、

k =
2 sinh 2Kc

cosh2 2Kc

=
2 sinh 2Kc

1 + sinh2 2Kc

= 1 (5.1.52)

となるので、T = Tc において第一種完全楕円積分K(k)は発散する。このため Tc の近傍では内部エネルギー

U、比熱 C に特異性が生じる。

ただし、内部エネルギー U ではK(k)は k′′ がかかった状態で存在しており、この k′′ は T = Tc において、

k′′ = 2 tanh2 2Kc − 1 = 2
sinh2 2Kc

1 + sinh2 2Kc

− 1 = 0 (5.1.53)

となる。これより、内部エネルギーは T ∼= Tc で微分は発散するが連続である。よって、内部エネルギーの温

度依存性は図 159に示すようになる。

最後に比熱 C であるが、Tc 近傍では、

C ∼=
J2

4kBT 2
c

4
π

coth2 2Kc

{
K(k) − 1 − π

4

}
=

2kBβ2
c J2

π

{
K(k) − 1 − π

4

}
(5.1.54)

と近似できる。ただし、βc は Tc での β である。温度依存性を明らかにするために、Tc 近傍での K(k)の振

る舞いを考える。まず、k を Tc 近傍で展開する。２次までの導関数は、

∂k

∂T
= − J

kBT 2

(
2

cosh 2K
− 4 sinh2 2K

cosh3 2K

)
(5.1.55)

∂2k

∂T 2
= 2

J

kBT 3

(
2

cosh 2K
− 4 sinh2 2K

cosh3 2K

)
+

(
J

kBT 2

)2 (
−2 sinh 2K

cosh2 2K
− 8 sinh 2K

cosh2 2K
+

12 sinh3 2K

cosh4 2K

)
(5.1.56)

となるので、

∂k

∂T

∣∣∣∣
T=Tc

= − J

kBT 2
c

(
2

cosh 2Kc
− 4 sinh2 2Kc

cosh3 2Kc

)
= 0 (5.1.57)

∂2k

∂T 2

∣∣∣∣
T=Tc

= 2
J

kBT 3
c

(
2

cosh 2Kc
− 4 sinh2 2Kc

cosh3 2Kc

)
+

(
J

kBT 2
c

)2 (
−2 sinh 2Kc

cosh2 2Kc

− 8 sinh 2Kc

cosh2 2Kc

+
12 sinh3 2Kc

cosh4 2Kc

)
= −2

(
J

kBT 2
c

)2

(5.1.58)

となる。よって、

k ∼= 1 −
(

J

kBT 2
c

)2

(T − Tc)2

= 1 − β2
c J2

(
T

Tc
− 1

)2

(5.1.59)

となる。これより、(付録 G.1)で定義される k′ は、

k′2 = 1 − k2

∼= 1 −

{
1 − β2

c J2

(
T

Tc
− 1

)2
}2

∼= 2β2
c J2

(
T

Tc
− 1

)2

(5.1.60)
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と近似される。したがって、(付録 G.16)より、K(k)は k → 1の極限で、

K(k) ∼= ln
4
|k′|

= − ln
√

2
4

βcJ

∣∣∣∣ T

Tc
− 1

∣∣∣∣
= − ln

∣∣∣∣ T

Tc
− 1

∣∣∣∣ − ln
√

2
4

βcJ (5.1.61)

と近似される。よって、比熱 C は Tc 近傍で、

C

kB

∼=
2β2

c J2

π

{
− ln

∣∣∣∣ T

Tc
− 1

∣∣∣∣ − ln
√

2
4

βcJ − 1 − π

4

}
(5.1.62)

∝ − ln
∣∣∣∣ T

Tc
− 1

∣∣∣∣ (5.1.63)

という振る舞いとなる。すなわち、T = Tc で比熱は log発散をする。よって、比熱の温度依存性は図 160と

なる。

このように、自由エネルギー F の２階微分である比熱 C に特異性が生じるため２次元イジングモデルの相

転移は２次相転移であることがわかる。また、(3.3.26)において定義される Tc は２次相転移の臨界温度であ

ることがわかった。

5.2 異方的な場合の Helmholtzの自由エネルギーの温度依存性と転移温度

Helmholtzの自由エネルギーは、

F = −kBT

{
ln(2 cosh K1 cosh K2)

+
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln
[
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2

]}
(5.2.1)

であった。この温度依存性を数値的に評価したものが図 161 となる。このように自由エネルギーは温度によ

り単調に減少する。ただし、

r ≡ J1

J2
=

K1

K2
(5.2.2)

とおき、異方性の強さを表すパラメーターとした。 つまり、r = 1のときが等方的な場合で rが小さくなるに

つれて縦方向の相互作用が弱くなっていき、r = 0で１次元の Isingモデルとなる。それぞれの r に対する転

移温度 Tc を (3.3.26)において小数点以下３桁の精度で求めると表 6となる。

表 6 r = J1/J2 と転移温度 Tc の関係

r = J1/J2 1 0.1 0.01

4kBTc

J1 + J2
2.269 1.647 1.008
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図 161 Helmholtzの自由エネルギーの温度依存性

これより、rを 10−2 程度まで小さくしても転移点が有限の値をとることが分かる。実際、

xc =
4kBTc

J1 + J2

∼=
4kBTc

J2
(5.2.3)

(5.2.4)

とおき、r ¿ 1のとき (3.3.26)を展開すると、

sinh
(

4r

1 + r

1
xc

)
sinh

(
4

1 + r

1
xc

)
= 1

sinh
4r

xc
sinh

4
xc

= 1

2r

xc
e

4
xc ∼= 1

r ∼=
1
2
xce

− 4
xc (5.2.5)
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となる。この関係を図示すると図 162となる。このように r = 10−2 程度の場合転移温度は有限であり、限り

なく r = 0に近づくと転移温度は急激に０に近づくことが分かる。

0 0.10

1

2

図 162 転移点の r 依存性

これより、片方の相互作用を小さくしていく際、転移温度が下がりにくいことが分かる。この物理的意味に

ついて考える。ここでは、J1(縦方向の相互作用)を小さくしていく場合について考える。縦方向の相互作用が

弱いと、横方向に１次元 Isingモデルの性質が現れてくると考えられる。１次元 Isingモデルでは、第 2章で

扱ったように温度を下げることにより相関距離 ξ が大きくなる。つまり、図 163のように ξ 程度の距離でス

ピンの向きがそろっていると考えられる。このため、S = 1
2ξ という大きなスピンによる２次元 Isingモデル

に近似できると考えられる。ただし、スピン間の相互作用は図 163のように横方向は変わらず J2、縦方向は

J1ξ
2 程度になると考えられる。ここで、J1 ¿ J2 であっても低温では ξ が大きくなると考えられるので、J2、

J1ξ
2 の差は大きくなりにくい。そのため、J1 を小さくしても転移温度が下がりにくくなると考えられる。

図 163 J1 ¿ 1の低温での振る舞いの模式図
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5.3 内部エネルギー

5.3.1 内部エネルギーの表記

内部エネルギー U は、Helmholtzの自由エネルギー F により、

U = −T 2 ∂

∂T

(
F

T

)
=

∂

∂β
(βF ) (5.3.1)

で与えられる。ここで、Helmholtzの自由エネルギー F は、

F = −kBT

{
ln(2 cosh K1 cosh K2)

+
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln
[
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2

]}
(5.3.2)

である。これより、

U = − ∂

∂β

{
ln(2 cosh K1 cosh K2)

+
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln
[
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2

]}
(5.3.3)

となる。まず、第１項の微分は、

∂

∂β
ln(2 cosh K1 cosh K2) =

1
2 cosh K1 cosh K2

∂

∂β
2 coshK1 cosh K2

=
2

2 cosh K1 cosh K2

(
∂ cosh K1

∂β
cosh K2 + cosh K1

∂ cosh K2

∂β

)
=

2
2 cosh K1 cosh K2

(
∂K1

∂β
sinhK1 cosh K2 +

∂K2

∂β
cosh K1 sinhK2

)
=

J1

2
tanhK1 +

J2

2
tanhK2 (5.3.4)

=
J1

2
z1 +

J2

2
z2 (5.3.5)

となる。ただし、i = 1, 2に対して、

∂Ki

∂β
=

∂

∂β

Jiβ

2
=

Ji

2
(5.3.6)

である。

次に、i = 1, 2に対して、

∂

∂β
=

∂zi

∂β

∂

∂zi
=

Ji

2
1

cosh2 Ki

∂

∂zi
=

Ji

2
(1 − z2

i )
∂

∂zi
(5.3.7)
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となるので、第２項の微分は、

∂

∂β

1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2 ln[(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2]

=
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
∂

∂β
ln[(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2]

=
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
J1

2
(1 − z2

1)
∂

∂z1
ln[(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2]

+
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
J2

2
(1 − z2

2)
∂

∂z2
ln[(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2]

=
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
J1

2
(1 − z2

1)
2z1(1 + z2

2) − 2(1 − z2
2) cos θ1 + 4z1z2 cos θ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

+
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
J2

2
(1 − z2

2)
2z2(1 + z2

1) − 2(1 − z2
1) cos θ2 + 4z1z2 cos θ1

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

=
J1

2
(1 − z2

1)
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
z1(1 + z2

2) − (1 − z2
2) cos θ1 + 2z1z2 cos θ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

+
J2

2
(1 − z2

2)
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
z2(1 + z2

1) − (1 − z2
1) cos θ2 + 2z1z2 cos θ1

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

(5.3.8)

となる。よって、内部エネルギー U は、

U = −J1

2

[
z1 + (1 − z2

1)
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
z1(1 + z2

2) − (1 − z2
2) cos θ1 + 2z1z2 cos θ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

]
− J2

2

[
z2 + (1 − z2

2)
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
z2(1 + z2

1) − (1 − z2
1) cos θ2 + 2z1z2 cos θ1

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

]
(5.3.9)

となる。ここで、J1 にかかる積分の部分は、

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
z1(1 + z2

2) − (1 − z2
2) cos θ1 + 2z1z2 cos θ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

=
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2

z1(1 + z2
2) − (1 − z2

2) 1
2

(
eiθ1 + e−iθ1

)
+ 2z1z2 cos θ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

=
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
1
2

{
z1(1 + z2

2) − (1 − z2
2)eiθ1 + 2z1z2 cos θ2

}
+

{
z1(1 + z2

2) − (1 − z2
2)e−iθ1 + 2z1z2 cos θ2

}
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2

=
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
z1(1 + z2

2) − (1 − z2
2)e−iθ1 + 2z1z2 cos θ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

+
1
2

1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
z1(1 + z2

2) − (1 − z2
2)eiθ1 + 2z1z2 cos θ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

=
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
z1(1 + z2

2) − (1 − z2
2)e−iθ1 + 2z1z2 cos θ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

= − 1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2e
−iθ1

1 − z2
2 − z1e

iθ1(1 + z2
2 + 2z2 cos θ2)

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2
(5.3.10)
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となる。ただし、４行目から５行目の式変形では θ1 → −θ1 という変数変換により、∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
z1(1 + z2

2) − (1 − z2
2)eiθ1 + 2z1z2 cos θ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

=
∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2
z1(1 + z2

2) − (1 − z2
2)e−iθ1 + 2z1z2 cos θ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2
(5.3.11)

となることを用いた。同様に J2 にかかる積分も変形でき、

U = −J1

2

[
z1 − (1 − z2

1)
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2e
−iθ1

1 − z2
2 − z1e

iθ1(1 + z2
2 + 2z2 cos θ2)

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

]
− J2

2

[
z2 − (1 − z2

2)
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2e
−iθ2

1 − z2
1 − z2e

iθ2(1 + z2
1 + 2z1 cos θ1)

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

]
(5.3.12)

となる。ここで、

U ≡ −J1

2
u1 −

J2

2
u2 (5.3.13)

とおく。これより、u2 を計算する。u1 は u2 に対して添字を 1 ↔ 2としたものである。u2 は、

u2 =
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2

[
z2 − (1 − z2

2)e−iθ2
1 − z2

1 − z2e
iθ2(1 + z2

1 + 2z1 cos θ1)
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2

]
　

(5.3.14)

である。この被積分関数は、

z2 − e−iθ2(1 − z2
2)

1 − z2
1 − z2e

iθ2(1 + z2
1 + 2z1 cos θ1)

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

=
z2{(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2} − e−iθ2(1 − z2

2)
{
1 − z2

1 − z2e
iθ2(1 + z2

1 + 2z1 cos θ1)
}

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

=
z2(1 + z2

1)(1 + z2
2) + z2(1 − z2

2)(1 + z2
1) − 2z2

2(1 − z2
1) cos θ2 − (1 − z2

2)(1 − z2
1)e−iθ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

=
2z2(1 + z2

1) − z2
2(1 − z2

1)eiθ2 − (1 − z2
1)e−iθ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2
(5.3.15)

と変形できるので、

u2 =
1

(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

2z2(1 + z2
1) − z2

2(1 − z2
1)eiθ2 − (1 − z2

1)e−iθ2

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2
dθ1dθ2 (5.3.16)

となる。ここで、θ1 の積分を実行する。まず、

u ≡ −2z1(1 − z2
2) (5.3.17)

v ≡ (1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z2(1 − z2
1) cos θ2 (5.3.18)

とおくと、計算すべき積分は、

I ≡
∫ π

−π

1
u cos θ1 + v

dθ1 (5.3.19)

となる。この積分を解くために、

tan
θ1

2
= t (5.3.20)
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と変数変換すると、

dθ1 =
2

1 + t2
dt (5.3.21)

となる。また積分区間は、

θ1 −π → π

t −∞ → ∞

となり、

cos θ1 =
1 − t2

1 + t2
(5.3.22)

となる。よって、

I =
∫ ∞

−∞

1
u 1−t2

1+t2 + v

2
1 + t2

dt

= 2
∫ ∞

−∞

1
(v − u)t2 + (v + u)

dt (5.3.23)

となる。ここで、0 ≤ z1 ≤ 1、0 ≤ z2 ≤ 1の範囲では v + u、v − uはすべての θ1 の値に対して正の値とな

る。これより、

I =
2

v − u

∫ ∞

−∞

1
t2 + v+u

v−u

dt

=
2

v − u

(
v − u

v + u

) 1
2

[
tan−1

(
v − u

v + u

) 1
2

t

]∞

−∞

=
2√

(v + u)(v − u)

(π

2
+

π

2

)
=

2π√
(v + u)(v − u)

(5.3.24)

となる。

したがって、

u2 =
1
2π

∫ π

−π

dθ

× 2z2(1 + z2
1) − z2

2(1 − z2
1)eiθ − (1 − z2

1)e−iθ√
{(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos θ − 2z1(1 − z2
2)}{(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos θ + 2z1(1 − z2
2)}

(5.3.25)

となる。ただし、積分変数は θ2 のみであるので、θ2 を θ とした。ここで、

α1 ≡ z2(1 − z1)
1 + z1

(5.3.26)

α2 ≡ 1 − z1

z2(1 + z1)
(5.3.27)
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とおき表記を簡略化する。このとき、被積分関数の分子の部分は、

2z2(1 + z2
1) − z2

2(1 − z2
1)eiθ − (1 − z2

1)e−iθ

= z2(1 + z1)2
{

2
1 + z2

1

(1 + z1)2
− z2

1 − z2
1

(1 + z1)2
eiθ − 1 − z2

1

z2(1 + z1)2
e−iθ

}
= z2(1 + z1)2

{
1 + 2z1 + z2

1 + 1 − 2z1 + z2
1

(1 + z1)2
− z2

1 − z1

1 + z1
eiθ − 1 − z1

z2(1 + z1)
e−iθ

}
= z2(1 + z1)2

{
1 +

(1 − z1)2

(1 + z1)2
− α1e

iθ − α2e
−iθ

}
= z2(1 + z1)2

(
1 + α1α2 − α1e

iθ − α2e
−iθ

)
= z2(1 + z1)2

(
1 − α1e

iθ
) (

1 − α2e
−iθ

)
(5.3.28)

となる。また、

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z2(1 − z2
1) cos θ − 2z1(1 − z2

2)

= z2
2(1 + z1)2

{
(1 + z2

1)(1 + z2
2)

z2
2(1 + z1)2

− 2z1(1 − z2
2)

z2
2(1 + z1)2

− 2
z2(1 − z2

1)
z2
2(1 + z1)2

1
2

(
eiθ + e−iθ

)}
= z2

2(1 + z1)2
{

z2
2(1 + 2z1 + z2

1) + (1 − 2z1 + z2
1)

z2
2(1 + z1)2

− 1 − z1

z2(1 + z1)
(
eiθ + e−iθ

)}
= z2

2(1 + z1)2
{

1 +
(1 − z1)2

z2
2(1 + z1)2

− α2

(
eiθ + e−iθ

)}
= z2

2(1 + z1)2
(
1 + α2

2 − α2e
iθ − α2e

−iθ
)

= z2
2(1 + z1)2

(
1 − α2e

iθ
) (

1 − α2e
−iθ

)
(5.3.29)

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z2(1 − z2
1) cos θ + 2z1(1 − z2

2)

= (1 + z1)2
{

(1 + z2
1)(1 + z2

2)
(1 + z1)2

+
2z1(1 − z2

2)
(1 + z1)2

− 2
z2(1 − z2

1)
(1 + z1)2

1
2

(
eiθ + e−iθ

)}
= (1 + z1)2

{
(1 + 2z1 + z2

1) + z2
2(1 − 2z1 + z2

1)
(1 + z1)2

− z2(1 − z1)
1 + z1

(
eiθ + e−iθ

)}
= (1 + z1)2

{
1 +

z2
2(1 − z1)2

(1 + z1)2
− α1

(
eiθ + e−iθ

)}
= (1 + z1)2

(
1 + α2

1 − α1e
iθ − α1e

−iθ
)

= (1 + z1)2
(
1 − α1e

iθ
) (

1 − α1e
−iθ

)
(5.3.30)

となるので、u2 は、

u2 =
1
2π

∫ π

−π

z2(1 + z1)2(1 − α1e
iθ)(1 − α2e

−iθ)
z2(1 + z1)2

√
(1 − α2eiθ)(1 − α2e−iθ)(1 − α1eiθ)(1 − α1e−iθ)

dθ

=
1
2π

∫ π

−π

(1 − α1e
iθ)(1 − α2e

−iθ)√
(1 − α1eiθ)(1 − α1e−iθ)(1 − α2eiθ)(1 − α2e−iθ)

dθ (5.3.31)

となる。ここで、この被積分関数を、

C(eiθ) ≡ (1 − α1e
iθ)(1 − α2e

−iθ)√
(1 − α1eiθ)(1 − α1e−iθ)(1 − α2eiθ)(1 − α2e−iθ)

(5.3.32)

=
2z2(1 + z2

1) − z2
2(1 − z2

1)eiθ − (1 − z2
1)e−iθ√

{(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z2(1 − z2
1) cos θ − 2z1(1 − z2

2)}{(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z2(1 − z2
1) cos θ + 2z1(1 − z2

2)}
(5.3.33)
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とおくと、

u2 =
1
2π

∫ π

−π

C(eiθ)dθ

=
1
2π

∫ π

0

C(eiθ)dθ +
1
2π

∫ 0

−π

C(eiθ)dθ

=
1
2π

∫ π

0

C(eiθ)dθ +
1
2π

∫ π

0

C(e−iθ)dθ

=
1
π

∫ π

0

1
2

{
C(eiθ) + C(e−iθ)

}
dθ (5.3.34)

となる。ここで、

C(eiθ)∗ =
(1 − α1e

−iθ)(1 − α2e
iθ)√

(1 − α1e−iθ)(1 − α1eiθ)(1 − α2e−iθ)(1 − α2eiθ)
= C(e−iθ) (5.3.35)

となるので、

Re
[
C(eiθ)

]
=

1
2

{
C(eiθ) + C(e−iθ)

}
(5.3.36)

である。

5.3.2 T > Tc の場合の u2 の計算

温度が臨界温度 Tc よりも高い場合を考える。このとき、

sinh 2K1 sinh 2K2 < 1 (5.3.37)

であり、この条件のとき α1、α2 は、

0 ≤ α1 ≤ 1 , 1 < α2 (5.3.38)

となる。

まず、C(eiθ)の実部を、

cos ψ(θ) ≡ 1
2

{
C(eiθ) + C(e−iθ)

}
(5.3.39)

とおくと、θ = 0のとき、

cos ψ(0) =
1
2
{C(0) + C(0)} = −1 (5.3.40)

ψ(0) = π (5.3.41)

となり、θ = π のとき、

cos ψ(π) =
1
2

{
C(eiπ) + C(e−iπ)

}
= 1 (5.3.42)

ψ(π) = 0 (5.3.43)
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となる。したがって、u2 を ψ の積分へと変数変換すると、

u2 =
1
π

∫ π

0

cos ψ(θ)dθ

=
1
π

∫ 0

π

cos ψ(θ)
∂θ

∂ψ
dψ

= − 1
π

∫ π

0

cos ψ(θ)
∂θ

∂ψ
dψ (5.3.44)

となる。

まず、cos ψ の表式を得るために、C(eiθ)の表式を変更する。まず、(5.3.33)の分子は、

2z2(1 + z2
1) − z2

2(1 − z2
1)eiθ − (1 − z2

1)e−iθ

= 2 tanhK2(1 + tanh2 K1) − tanh2 K2(1 − tanh2 K1)eiθ − (1 − tanh2 K1)e−iθ

= 2 tanhK2
cosh 2K1

cosh2 K1

− tanh2 K2
1

cosh2 K1

eiθ − 1
cosh2 K1

e−iθ

=
1

cosh2 K1 cosh2 K2

(
2 sinh K2 cosh K2 cosh 2K1 − sinh2 K2e

iθ − cosh2 K2e
−iθ

)
=

1
cosh2 K1 cosh2 K2

(
sinh 2K2 cosh 2K1 − sinh2 K2e

iθ − cosh2 K2e
−iθ

)
(5.3.45)

となる。ただし、２行目から３行目の式変形において、

1 + tanh2 K1 =
cosh2 K1 + sinh2 K1

cosh2 K1

=
cosh 2K1

cosh2 K1

(5.3.46)

1 − tanh2 K1 =
1

cosh2 K1

(5.3.47)

となることを用いた。また、

(1 + z2
1)(1 + z2

2)−2z2(1 − z2
1) cos θ − 2z1(1 − z2

2)

= (1 + tanh2 K1)(1 + tanh2 K2) − 2 tanhK2(1 − tanh2 K1) cos θ − 2 tanhK1(1 − tanh2 K2)

=
cosh 2K1 cosh 2K2

cosh2 K1 cosh2 K2

− 2
sinhK2

cosh K2 cosh2 K1

cos θ − 2
sinhK1

cosh K1 cosh2 K2

=
1

cosh2 K1 cosh2 K2

(cosh 2K1 cosh 2K2 − 2 sinhK2 cosh K2 cos θ − 2 sinh K1 cosh K1)

=
1

cosh2 K1 cosh2 K2

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ − sinh 2K1) (5.3.48)

(1 + z2
1)(1 + z2

2)−2z2(1 − z2
1) cos θ + 2z1(1 − z2

2)

=
1

cosh2 K1 cosh2 K2

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ + sinh 2K1) (5.3.49)

となるので、

C(eiθ) =
sinh 2K2 cosh 2K1 − sinh2 K2e

iθ − cosh2 K2e
−iθ√

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ − sinh 2K1)(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ + sinh 2K1)
(5.3.50)
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となる。また、θ → −θ とすると、

C(e−iθ) =
sinh 2K2 cosh 2K1 − sinh2 K2e

−iθ − cosh2 K2e
iθ√

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ − sinh 2K1)(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ + sinh 2K1)
(5.3.51)

となる。これより、

cos ψ =
sinh 2K2 cosh 2K1 − (sinh2 K2 + cosh2 K2) 1

2 (eiθ + e−iθ)√
(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ − sinh 2K1)(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ + sinh 2K1)

=
sinh 2K2 cosh 2K1 − cosh 2K2 cos θ√

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ − sinh 2K1)(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ + sinh 2K1)
(5.3.52)

となる。ここで、k を、

k ≡ sinh 2K1 sinh 2K2 (5.3.53)

とおき、cos ψ の変形をする。まず、(5.3.52)の分子は、

sinh 2K2 cosh 2K1 − cosh 2K2 cos θ = coth 2K1 sinh 2K1 sinh 2K2 − cosh 2K2 cos θ

= k coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ (5.3.54)

となる。ここで (5.3.52)の分母の根号の中身を X とおくと、

X ≡ (cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ − sinh 2K1)(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ + sinh 2K1)
(5.3.55)

= (cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1

= sinh2 2K2 cos2 θ − 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos θ + cosh2 2K1 cosh2 2K2 − sinh2 2K1

≡ X1 cos2 θ − X2 cos θ + X3 (5.3.56)

となる。ただし、cos2 θ の係数を X1、cos θ の係数を X2、θ に依存しない係数を X3 とおいた。この X に

(1 − k2)をかけたものについて考えることとする。ただし、1 − k2 は、

1 − k2 = 1 − sinh2 2K1 sinh2 2K2

= 1 − sinh2 2K1(cosh2 2K2 − 1)

= 1 + sinh2 2K1 − sinh2 2K1 cosh2 2K2

= cosh2 2K1 − sinh2 2K1 cosh2 2K2 (5.3.57)

である。まず、X1 × (1 − k2)は、

X1 × (1 − k2) = sinh2 2K2(cosh2 2K1 − sinh2 2K1 cosh2 2K2)

= sinh2 2K2 cosh2 2K1 − k2 cosh2 2K2 (5.3.58)

となる。また、X2 × (1 − k2)は、

X2 × (1 − k2) = 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 − k22 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 (5.3.59)
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となる。最後に、X3 × (1 − k2)は、

X3 × (1 − k2) = (cosh2 2K1 cosh2 2K2 − sinh2 2K1)(1 − sinh2 2K1 sinh2 2K2)

= cosh2 2K1 cosh2 2K2 − cosh2 2K1 cosh2 2K2 sinh2 2K1 sinh2 2K2 − sinh2 2K1 + sinh4 2K1 sinh2 2K2

= (1 + sinh2 2K1) cosh2 2K2 − cosh2 2K1(1 + sinh2 2K2) sinh2 2K1 sinh2 2K2

− sinh2 2K1 + sinh4 2K1 sinh2 2K2

= cosh2 2K2 − cosh2 2K1 sinh2 2K1 sinh4 2K2 + sinh2 2K1 cosh2 2K2

− (1 + sinh2 2K1) sinh2 2K1 sinh2 2K2 − sinh2 2K1 + sinh4 2K1 sinh2 2K2

= cosh2 2K2 − cosh2 2K1 sinh2 2K1 sinh4 2K2 + sinh2 2K1 cosh2 2K2 − sinh2 2K1 sinh2 2K2 − sinh2 2K1

= cosh2 2K2 − cosh2 2K1 sinh2 2K1 sinh4 2K2 + sinh2 2K1(cosh2 2K2 − sinh2 2K2) − sinh2 2K1

= cosh2 2K2 − k2 sinh2 2K2 cosh2 2K1 (5.3.60)

となる。したがって、X × (1 − k2)は、

X × (1 − k2) = (sinh2 2K2 cosh2 2K1 − k2 cosh2 2K2) cos2 θ

− (2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 − k22 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2) cos θ

+ cosh2 2K2 − k2 sinh2 2K2 cosh2 2K1

= (sinh2 2K2 cosh2 2K1 cos2 θ − 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos θ + cosh2 2K2)

− k2(cosh2 2K2 cos2 θ − 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos θ + sinh2 2K2 cosh2 2K1)

= (cosh 2K2 − sinh 2K2 cosh 2K1 cos θ)2 − k2(sinh 2K2 cosh 2K1 − cosh 2K2 cos θ)2

(5.3.61)

となる。ここで、

sinh 2K2 cosh 2K1 = sinh 2K1 sinh 2K2 coth 2K1 = k coth 2K1 (5.3.62)

となるので、

X × (1 − k2) = (cosh 2K2 − k coth 2K1 cos θ)2 − k2(k coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ)2 (5.3.63)

となる。したがって、cos ψ は、

cos ψ =
k coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ√

X
× (1 − k2)

1
2

(1 − k2)
1
2

=
(k coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ)(1 − k2)

1
2√

X(1 − k2)

=
(k coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ)(1 − k2)

1
2√

(cosh 2K2 − k coth 2K1 cos θ)2 − k2(k coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ)2
(5.3.64)

となる。これを cos θ について解くと、

{(cosh 2K2 − k coth 2K1 cos θ)2 − k2(k coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ)2} cos2 ψ = (k coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ)2(1 − k2)

(cosh 2K2 − k coth 2K1 cos θ)2 cos2 ψ = (k coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ)2{1 − k2(1 − cos2 ψ)}

(cosh 2K2 − k coth 2K1 cos θ) cos ψ = (k coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ)(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

− cos θ{cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ} = cosh 2K2 cos ψ − k cot 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2

− cos θ =
cosh 2K2 cos ψ − k cot 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2

cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ

(5.3.65)
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となる。ただし、２行目から３行目の式変形の際、正負号をとった。

次に、cos θ を用いて sin θ を求める。sin2 θ は、

sin2 θ = 1 − cos2 θ

=
{cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 − k coth 2K1 cos ψ}2 − {cosh 2K2 cos ψ − k cot 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 }2

{cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ}2

(5.3.66)

となる。この分子を変形すると、

{cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ}2 − {cosh 2K2 cos ψ − k cot 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 }2

= cosh2 2K2(1 − k2 sin2 ψ) − 2k coth 2K1 cosh 2K2 cos ψ(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k2 coth2 2K1 cos2 ψ

− cosh2 2K2 cos2 ψ + 2k coth 2K1 cosh 2K2 cos ψ(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k2 cot2 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

= cosh2 2K2(1 − k2 sin2 ψ) + k2 coth2 2K1(1 − sin2 ψ) − cosh2 2K2(1 − sin2 ψ) − k2 cot2 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

= cosh2 2K2 + k2 coth2 2K1 − cosh2 2K2 − k2 cot2 2K1

+ (coth2 2K1k
4 − cosh2 2K2k

2 − coth2 2K1k
2 + cosh2 2K2) sin2 ψ

=
{(

1
sinh2 2K1

+ 1
)

k4 − (1 + sinh2 2K2)k2 −
(

1
sinh2 2K1

+ 1
)

k2 + (1 + sinh2 2K2)
}

sin2 ψ

= (k4 − 2k2 + 1) sin2 ψ + (sinh2 2K2k
2 − sinh2 2K2k

2 − sinh2 2K2 + sinh2 2K2) sin2 ψ

= (1 − k2)2 sin2 ψ (5.3.67)

となる。式変形において、k2 = sinh2 2K1 sinh2 2K2 を用いた。したがって、

sin2 θ =
(1 − k2)2 sin2 ψ

{cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ}2

(5.3.68)

sin θ = ± (1 − k2) sinψ

cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ

(5.3.69)

となる。

(5.3.69)の両辺を微分すると、

cos θdθ = ±
[
(1 − k2) cos ψ{cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 − k coth 2K1 cos ψ}

− (1 − k2) sinψ{−k2 cosh 2K2 sinψ cos ψ(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2 + k coth 2K1 sin ψ}

]
×

[
cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 − k coth 2K1 cos ψ

]−2
dψ (5.3.70)

となる。この分子を変形すると、

(1 − k2) cos ψ{cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ}

− (1 − k2) sinψ{−k2 cosh 2K2 sin ψ cos ψ(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2 + k coth 2K1 sinψ}

= (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2
[
cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ) cos ψ − k coth 2K1 cos2 ψ(1 − k2 sin2 ψ)

1
2

+ k2 cosh 2K2 sin2 ψ cos ψ − k coth 2K1 sin2 ψ(1 − k2 sin2 ψ)
1
2
]

= (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2
[
cosh 2K2 cos ψ − k coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2
]

(5.3.71)
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となる。これより、

∂θ

∂ψ
= ± 1

cos θ
×

(1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2
{
cosh 2K2 cos ψ − k coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2
}{

cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ

}2

= ∓cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ

cosh 2K2 cos ψ − k coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

×
(1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−

1
2
{
cosh 2K2 cos ψ − k coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2
}{

cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ

}2

= ∓ (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2

cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ

(5.3.72)

となり、分母分子に cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k coth 2K1 cos ψ をかけると、

∂θ

∂ψ
= ∓ (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−

1
2

cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k coth 2K1 cos ψ

× cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k coth 2K1 cos ψ

cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k coth 2K1 cos ψ

= ∓ (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2 {cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 + k coth 2K1 cos ψ}

cosh2 2K2(1 − k2 sin2 ψ) − k2 coth2 2K1 cos2 ψ
(5.3.73)

となる。この分母は、

cosh2 2K2(1−k2 sin2 ψ) − k2 coth2 2K1 cos2 ψ

= cosh2 2K2(1 − k2 sin2 ψ) − k2 coth2 2K1 + k2 coth2 2K1 sin2 ψ

= 1 + sinh2 2K2 − k2(1 + sinh2 2K2) sin2 ψ − k2

(
1

sinh2 2K1

+ 1
)

+ k2

(
1

sinh2 2K1

+ 1
)

sin2 ψ

=
(

1 + sinh2 2K2 −
k2

sinh2 2K1

− k2

)
+

(
−k2 − k2 sinh2 2K2 +

k2

sinh2 2K1

+ k2

)
sin2 ψ

= (1 − k2) + (1 − k2) sinh2 2K2 sin2 ψ

= (1 − k2)(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ) (5.3.74)

となるから、

∂θ

∂ψ
= ∓ (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−

1
2 {cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 + k coth 2K1 cos ψ}

(1 − k2)(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)

= ∓cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k coth 2K1 cos ψ

(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

(5.3.75)

となる。ここで、θ が 0 → π により、ψ は π → 0と変化するので、 ∂θ
∂ψ < 0となっている必要があり、

∂θ

∂ψ
= −cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 + k coth 2K1 cos ψ

(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

(5.3.76)

となる。
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したがって、

u2 =
1
π

∫ π

0

cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k coth 2K1 cos ψ

(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

cos ψdψ

=
1
π

∫ π

0

cosh 2K2 cos ψ

1 + sinh2 2K2 sin2 ψ
dψ

+
1
π

∫ π

0

k coth 2K1 cos2 ψ

(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)(1 − k2 sin2 ψ)
1
2
dψ (5.3.77)

となる。

・右辺第１項の積分

ψ → ψ − π
2 と変数変換すると、∫ π

0

cosh 2K2 cos ψ

1 + sinh2 2K2 sin2 ψ
dψ =

∫ π
2

−π
2

cosh 2K2 sin ψ

1 + sinh2 2K2 cos2 ψ
dψ = 0 (5.3.78)

となる。ただし、右辺が奇関数であることを用いた。

・右辺第２項の積分

ψ → ψ − π
2 と変数変換すると、∫ π

0

k coth 2K1 cos2 ψ

(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)(1 − k2 sin2 ψ)
1
2
dψ =

∫ π
2

−π
2

k coth 2K1 sin2 ψ

(1 + sinh2 2K2 cos2 ψ)(1 − k2 cos2 ψ)
1
2
dψ

= 2
∫ π

2

0

k coth 2K1 sin2 ψ

(1 + sinh2 2K2 cos2 ψ)(1 − k2 cos2 ψ)
1
2
dψ

(5.3.79)

となる。ただし、１行目の右辺が偶関数であることを用いた。ここで、再び ψ → −ψ + π
2 と変数変換すると、∫ π

0

k coth 2K1 cos2 ψ

(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)(1 − k2 sin2 ψ)
1
2
dψ = 2

∫ π
2

0

k coth 2K1 cos2 ψ

(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)(1 − k2 sin2 ψ)
1
2
dψ (5.3.80)

となる。

よって、

u2 = 2π−1k coth 2K1

∫ π
2

0

cos2 ψ

(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)(1 − k2 sin2 ψ)
1
2
dψ (5.3.81)

となる。また、

cos2 ψ = 1 − sin2 ψ

=
1

sinh2 2K2

(sinh2 2K2 − sinh2 2K2 sin2 ψ)

=
1

sinh2 2K2

{
1 + sinh2 2K2 − (1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)

}
=

cosh2 2K2

sinh2 2K2

− 1 + sinh2 2K2 sin2 ψ

sinh2 2K2

(5.3.82)
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となるから、

u2 = 2π−1k coth 2K1

∫ π
2

0

(
cosh2 2K2

sinh2 2K2

− 1 + sinh2 2K2 sin2 ψ

sinh2 2K2

)
1

(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)(1 − k2 sin2 ψ)
1
2
dψ

= 2π−1k coth 2K1
cosh2 2K2

sinh2 2K2

∫ π
2

0

1
(1 + sinh2 2K2 sin2 ψ)(1 − k2 sin2 ψ)

1
2
dψ

− 2π−1k coth 2K1
1

sinh2 2K2

∫ π
2

0

1
(1 − k2 sin2 ψ)

1
2
dψ

= 2π−1 coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2Π1(sinh2 2K2, k) − 2π−1 cosh 2K1

sinh 2K2
K(k) (5.3.83)

= 2π−1 coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(5.3.84)

となる。 ただし、

K(k) ≡
∫ π

2

0

1
(1 − k2 sin2 θ)

1
2
dθ :第１種完全楕円積分 (5.3.85)

Π1(ν, k) ≡
∫ π

2

0

1
(1 + ν sin2 θ)(1 − k2 sin2 θ)

1
2
dθ :第３種完全楕円積分 (5.3.86)

である。

また、u1 は u2 において 1 ↔ 2としたものであるから、

u1 = 2π−1 coth 2K1 cosh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K1, k) − 1

cosh2 2K1

K(k)
]

(5.3.87)

となる。 したがって、

U = −J1

π
coth 2K1 cosh 2K2 cosh 2K1

[
Π1(sinh2 2K1, k) − 1

cosh2 2K1

K(k)
]

− J2

π
coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(5.3.88)

となる。

5.3.3 T < Tc の場合の u2 の計算

温度が臨界温度 Tc よりも低い場合を考える。このとき、

sinh 2K1 sinh 2K2 > 1 (5.3.89)

であり、この条件のとき α1、α2 は、

0 ≤ α1 ≤ 1 α2 < 1 (5.3.90)

となる。

まず、C(eiθ)の虚部である、

Y (θ) ≡ 1
2i

{
C(eiθ) − C(e−iθ)

}
(5.3.91)
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という関数について考える。これは、(5.3.50)、(5.3.51)を使うと、

Y (θ) =
1
2i

− sinh2 K2(eiθ − e−iθ) + cosh2 K2(eiθ − e−iθ)√
(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ − sinh 2K1)(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ + sinh 2K1)

=
sin θ√

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ − sinh 2K1)(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ + sinh 2K1)
(5.3.92)

=
sin θ√

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1

(5.3.93)

となる。θ = 0, π に対しては、

Y (0) = 0 (5.3.94)

Y (π) = 0 (5.3.95)

となる。これより、Y (θ)の最大値を k とし、

k sinψ(θ) ≡ 1
2i

{
C(eiθ) − C(e−iθ)

}
= Y (θ) (5.3.96)

とおくこととする。このようにおくと、ψ の積分範囲は [0, π]となり、k sinψ(θ)は ψ = π
2 で Y (θ)の最大値

k をとることとなる。まず、Y (θ)の最大値を求めることとする。ここで、

∂Y (θ)
∂θ

= 0 (5.3.97)

となる θ で最大値は与えられるから計算すると、

∂Y (θ)
∂θ

=
{
cos θ[(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1]

1
2

− sin2 θ sinh 2K2(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)[(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1]−
1
2
}

×
{
(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1

}−1 = 0 (5.3.98)

となる。これより、

cos θ[(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1] − sin2 θ sinh 2K2(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ) = 0
(5.3.99)

を満たす θ を求めればよいことがわかる。これを変形すると、

cos θ[(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1] − sin2 θ sinh 2K2(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)

= sinh2 2K2 cos3 θ − 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos2 θ + (cosh2 2K1 cosh2 2K2 − sinh2 2K1) cos θ

− sinh2 2K2 cos3 θ + sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos2 θ + sinh2 2K2 cos θ − sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

= − sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos2 θ

+ (cosh2 2K1 cosh2 2K2 − sinh2 2K1 + sinh2 2K2) cos θ − sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

= − sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos2 θ

+ (cosh2 2K2 + cosh2 2K1 sinh2 2K2) cos θ − sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 = 0
(5.3.100)
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となる。ただし、最後の式変形において、

cosh2 2K1 cosh2 2K2 − sinh2 2K1 + sinh2 2K2 = (1 + sinh2 2K1)(1 + sinh2 2K2) − sinh2 2K1 + sinh2 2K2

= cosh2 2K2 + sinh2 2K2(1 + sinh2 2K1)

= cosh2 2K2 + cosh2 2K1 sinh2 2K2 (5.3.101)

となることを使った。よって、最大値をとる θ は、

cos θ =
(cosh2 2K2 + cosh2 2K1 sinh2 2K2) ±

√
(cosh2 2K2 + cosh2 2K1 sinh2 2K2)2 − 4 sinh2 2K2 cosh2 2K1 cosh2 2K2

2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

=
(cosh2 2K2 + cosh2 2K1 sinh2 2K2) ±

√
(cosh2 2K2 − cosh2 2K1 sinh2 2K2)2

2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

=
(cosh2 2K2 + cosh2 2K1 sinh2 2K2) ± (cosh2 2K2 − cosh2 2K1 sinh2 2K2)

2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

=
cosh 2K2

sinh 2K2 cosh 2K1
,

sinh 2K2 cosh 2K1

cosh 2K2
(5.3.102)

となる。ここで、特にK1 = K2 = K と等方的な場合を考えると最大値をとる θ は、

cos θ =
1

sinh 2K
, sinh 2K (5.3.103)

となる。ここで、T < Tc の場合、

sinh2 2K > 1 (5.3.104)

となるから、sinh 2K は１より大きくなる。よって、後者を満たす θ は存在しない。

これより、極値としてとれるのは前者のみであるから、最大値をとる θmax は、

cos θmax =
cosh 2K2

sinh 2K2 cosh 2K1
(5.3.105)

であることがわかる。これより、Y (θ)最大値 k は、

k =
sin θmax√

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θmax)2 − sinh2 2K1

=

(
1 − cosh2 2K2

sinh2 2K2 cosh2 2K1

) 1
2√(

cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2
cosh 2K2

sinh 2K2 cosh 2K1

)2

− sinh2 2K1

=

 1 − cosh2 2K2
sinh2 2K2 cosh2 2K1

cosh2 2K2

(
cosh 2K1 − 1

cosh 2K1

)2

− sinh2 2K1


1
2

=

(
1 − cosh2 2K2

sinh2 2K2 cosh2 2K1

cosh2 2K2(cosh2 2K1 − 2 + 1 − tanh2 2K1) − sinh2 2K1

) 1
2

=

(
1 − cosh2 2K2

sinh2 2K2 cosh2 2K1

cosh2 2K2 cosh2 2K1 − cosh2 2K2 − cosh2 2K2 tanh2 2K1 − sinh2 2K1

) 1
2

(5.3.106)
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となる。この分子は、

cosh2 2K2 cosh2 2K1 − cosh2 2K2 − cosh2 2K2 tanh2 2K1 − sinh2 2K1

= (1 + sinh2 2K1)(1 + sinh2 2K2) − (1 + sinh2 2K2) − cosh2 2K2 tanh2 2K1 − sinh2 2K1

= sinh2 2K1 sinh2 2K2 − cosh2 2K2 tanh2 2K1

= sinh2 2K1 sinh2 2K2

(
1 − cosh2 2K2

sinh2 2K2 cosh2 2K1

)
(5.3.107)

と変形できるので、

k =

 1 − cosh2 2K2
sinh2 2K2 cosh2 2K1

sinh2 2K1 sinh2 2K2

(
1 − cosh2 2K2

sinh2 2K2 cosh2 2K1

)
 1

2

=
1

sinh 2K1 sinh 2K2
(5.3.108)

となる。

次に、1 − k2 sin2 ψ は、

1 − k2 sin2 ψ =
[(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1] − sin2 θ

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1

(5.3.109)

となるがこの分子は、

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1 − sin2 θ

= cosh2 2K1 cosh2 2K2 − 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos θ + sinh2 2K2 cos2 θ − sinh2 2K1 − (1 − cos2 θ)

= (1 + sinh2 2K2) cos2 θ − 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos θ + cosh2 2K1 cosh2 2K2 − sinh2 2K1 − 1

= cosh2 2K2 cos2 θ − 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos θ + cosh2 2K1(1 + sinh2 2K2) − sinh2 2K1 − 1

= cosh2 2K2 cos2 θ − 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos θ + cosh2 2K1 sinh2 2K2 + cosh2 2K1 − sinh2 2K1 − 1

= cosh2 2K2 cos2 θ − 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2 cos θ + cosh2 2K1 sinh2 2K2

= (cosh 2K1 sinh 2K2 − cosh 2K2 cos θ)2 (5.3.110)

となるので、

1 − k2 sin2 ψ =
(cosh 2K1 sinh 2K2 − cosh 2K2 cos θ)2

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1

(5.3.111)

となる。よって、

±(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 =

cosh 2K1 sinh 2K2 − cosh 2K2 cos θ√
(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1

(5.3.112)

=
1
2

{
C(eiθ) + C(e−iθ)

}
(5.3.113)

となる。ただし、ここでは正符号をとることとする。

したがって、u2 は、

u2 =
1
π

∫ 0

π

(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

∂θ

∂ψ
dψ

= − 1
π

∫ π

0

(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

∂θ

∂ψ
dψ (5.3.114)
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と書くことができる。ただし、θが 0 → πにより、ψが π → 0となるように積分を定義した。つまり、∂θ
∂ψ < 0

である。

次に、cos θ の表式を求める。k sinψ の分母分子にそれぞれ (coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2)
1
2 をかけると、

k sinψ =
sin θ√

(cosh 2K1 cosh 2K2 − sinh 2K2 cos θ)2 − sinh2 2K1

× (coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2)
1
2

(coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2)
1
2

(5.3.115)

となる。まず分子を２乗したものは、

sin2 θ(coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2)

= (1 − cos2 θ)(coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2)

= coth2 2K1 + k2 cosh2 2K2 cos2 θ − k2 cosh2 2K2 − coth2 2K1 cos2 θ

+ (2k coth 2K1 cosh 2K2 cos θ − 2k coth 2K1 cosh 2K2 cos θ)

= (coth 2K1 − k cosh 2K2 cos θ)2 − (k cosh 2K2 − coth 2K1 cos θ)2 (5.3.116)

となる。よって、分子は、

sin2 θ(coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2)
1
2 = ±

√
(coth 2K1 − k cosh 2K2 cos θ)2 − (k cosh 2K2 − coth 2K1 cos θ)2

(5.3.117)

となる。分母の根号の中身は T > Tc の場合と同じであり (5.3.56) となる。まず、X1 × (coth2 2K1 −
k2 cosh2 2K2)は、

X1 × (coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2) = sinh2 2K2

(
coth2 2K1 −

coth2 2K1

sinh2 2K2

)
= cosh2 2K2 − coth2 2K1 (5.3.118)

となる。ただし式変形で、

coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2 = coth2 2K1 −
cosh2 2K2

sinh2 2K1 sinh2 2K2

= coth2 2K1 −
1

sinh2 2K1

coth2 2K2

= coth2 2K1 − (coth2 2K1 − 1) coth2 2K2

= coth2 2K2 − coth2 2K1(coth2 2K2 − 1)

= coth2 2K2 −
coth2 2K1

sinh2 2K2

(5.3.119)

となることを使った。また、X2 × (coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2)は、

X2 × (coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2) = 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2(coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2)

= 2 sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2(1 − k2)

= 2
(

1
k
− k

)
k sinh 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

= 2
1
k

coth 2K1 cosh 2K2 − 2k coth 2K1 cosh 2K2 (5.3.120)
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となる。ただし式変形で、

coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2 =
1

sinh2 2K1

+ 1 − k2(1 + sinh2 2K2)

= 1 − k2 +
1

sinh2 2K1

− sinh2 2K2

sinh2 2K1 sinh2 2K2

= 1 − k2 (5.3.121)

となることを使った。最後に、

X3 × (coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2) = (cosh2 2K1 cosh2 2K2 − sinh2 2K1)(coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2)

=
cosh4 2K1 cosh2 2K2

sinh2 2K1

− cosh2 2K1 −
cosh2 2K1 cosh4 2K2

sinh2 2K1 sinh2 2K2

+ coth2 2K2

=
(1 + sinh2 2K1) cosh2 2K1 cosh2 2K2

sinh2 2K1

− cosh2 2K1

− cosh2 2K1 cosh2 2K2(1 + sinh2 2K2)
sinh2 2K1 sinh2 2K2

+ coth2 2K2

= cosh2 2K1 cosh2 2K2 − cosh2 2K1 −
cosh2 2K1 cosh2 2K2

sinh2 2K1 sinh2 2K2

+ coth2 2K2

= cosh2 2K1 cosh2 2K2 − cosh2 2K1 −
(1 + sinh2 2K1) cosh2 2K2

sinh2 2K1 sinh2 2K2

+ coth2 2K2

= cosh2 2K1(cosh2 2K2 − 1) − k2 cosh2 2K2

= cosh2 2K1 sinh2 2K2 − k2 cosh2 2K2

=
1
k2

coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2 (5.3.122)

となる。したがって、X × (coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2)は、

X × (coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2) = (cosh2 2K2 − coth2 2K1) cos2 θ

−
(

2
1
k

coth 2K1 cosh 2K2 − 2k coth 2K1 cosh 2K2

)
cos θ

+
1
k2

coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2

=
(

1
k

coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ

)2

− (k cosh 2K2 − coth 2K1 cos θ)2

(5.3.123)

となる。したがって、k sinψ は、

k sinψ =
sin θ√

X
×

(coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2) 1
2

(coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2)
1
2

= ±
√

(coth 2K1 − k cosh 2K2 cos θ)2 − (k cosh 2K2 + coth 2K1 cos θ)2√
( 1

k coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ)2 − (k cosh 2K2 − coth 2K1 cos θ)2
(5.3.124)
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となる。 これを cos θ について解くと、{(
1
k

coth 2K1 − cosh 2K2 cos θ

)2

− (k cosh 2K2 − coth 2K1 cos θ)2
}

k2 sin2 ψ

= (coth 2K1 − k cosh 2K2 cos θ)2 − (k cosh 2K2 − coth 2K1 cos θ)2

(k cosh 2K2 − coth 2K1 cos θ)2(1 − k2 sin2 ψ) = (coth 2K1 − k cosh 2K2 cos θ)2(1 − sin2 ψ)

(k cosh 2K2 − coth 2K1 cos θ)(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 = (coth 2K1 − k cosh 2K2 cos θ) cos ψ

− cos θ{coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k cosh 2K2 cos ψ} = coth 2K1 cos ψ − k cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2

− cos θ =
coth 2K1 cos ψ − k cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

(5.3.125)

となる。ただし、２行目から３行目の式変形の際、正符号をとった。

次に、cos θ を用いて sin θ を求める。sin2 θ は、

sin2 θ = 1 − cos2 θ

=

{
coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

}2 −
{
coth 2K1 cos ψ − k cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2
}2{

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

}2

(5.3.126)

となる。この分子を変形すると、{
coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

}2 −
{
coth 2K1 cos ψ − k cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2
}2

= coth2 2K1(1 − k2 sin2 ψ) − 2k coth 2K1 cosh 2K2 cos ψ(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k2 cosh2 2K2 cos2 ψ

− coth2 2K1 cos2 ψ + 2k coth 2K1 cosh 2K2 cos ψ(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k2 cosh2 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

= coth2 2K1(1 − k2 sin2 ψ) + k2 cosh2 2K2(1 − sin2 ψ) − coth2 2K1(1 − sin2 ψ) − k2 cosh2 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

= coth2 2K1 + k2 cosh2 2K2 − coth2 2K1 − k2 cosh2 2K2

+ (cosh2 2K2k
4 − coth2 2K1k

2 − cosh2 2K2k
2 + coth2 2K1) sin2 ψ

=
{

(1 + sinh2 2K2)k4 −
(

1
sinh2 2K1

+ 1
)

k2 − (1 + sinh2 2K2)k2 +
(

1
sinh2 2K1

+ 1
)}

sin2 ψ

= (k4 − 2k + 1) sin2 ψ +
(

sinh2 2K2k
4 − k2

sinh2 2K1

− sinh2 2K2k
2 +

1
sinh2 2K1

)
sin2 ψ

= (1 − k2)2 sin2 ψ (5.3.127)

となる。したがって、

sin2 θ =
(1 − k2)2 sin2 ψ{

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

}2 (5.3.128)

sin θ = ± (1 − k2) sinψ

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

　 (5.3.129)

となる。

(5.3.129)の両辺を微分すると、

cos θdθ = ±
[
(1 − k2) cos ψ{coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 − k cosh 2K2 cos ψ}

− (1 − k2) sinψ{−k2 coth 2K1 sin ψ cos ψ(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2 + k cosh 2K2 sinψ}

]
×

[
coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

]−2
dψ (5.3.130)
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となる。この分子を変形すると、

(1 − k2) cos ψ{coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k cosh 2K2 cos ψ}

− (1 − k2) sinψ{−k2 coth 2K1 sin ψ cos ψ(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2 + k cosh 2K2 sin ψ}

= (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2
{
coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ) cos ψ − k cosh 2K2 cos2 ψ(1 − k2 sin2 ψ)

1
2

+ k2 coth 2K1 sin2 ψ cos ψ − k cosh 2K2 sin2 ψ(1 − k2 sin2 ψ)
1
2
}

= (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2
[
coth 2K1 cos ψ − k cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2
]

(5.3.131)

となる。これより、

∂θ

∂ψ
= ± 1

cos θ
×

(1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2
[
coth 2K1 cos ψ − k cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2
][

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

]2
= ∓coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

coth 2K1 cos ψ − k cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

×
(1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−

1
2
[
coth 2K1 cos ψ − k cosh 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2
][

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

]2
= ∓ (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−

1
2

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

(5.3.132)

となり、分母分子に coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k cosh 2K2 cos ψ をかけると、

∂θ

∂ψ
= ∓ (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−

1
2

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 − k cosh 2K2 cos ψ

× coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k cosh 2K2 cos ψ

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k cosh 2K2 cos ψ

= ∓ (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−
1
2 {coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 + k cosh 2K2 cos ψ}

coth2 2K1(1 − k2 sin2 ψ) − k2 cosh2 2K2 cos2 ψ
(5.3.133)

となる。この分母は、

coth2 2K1(1−k2 sin2 ψ) − k2 cosh2 2K2 cos2 ψ

= coth2 2K1(1 − k2 sin2 ψ) − k2 cosh2 2K2 + k2 cosh2 2K2 sin2 ψ

=
(

1
sinh2 2K1

+ 1
)
− k2

(
1

sinh2 2K1

+ 1
)

sin2 ψ − k2(1 + sinh2 2K2) + k2(1 + sinh2 2K2) sin2 ψ

=
(

1
sinh2 2K1

+ 1 − k2 − k2 sinh2 2K2

)
+

(
− k2

sinh2 2K1

− k2 + k2 + k2 sinh2 2K2

)
sin2 ψ

= (1 − k2) + (1 − k2)
1

sinh2 2K1

sin2 ψ

= (1 − k2)
(

1 +
1

sinh2 2K1

sin2 ψ

)
(5.3.134)

となるから、

∂θ

∂ψ
= ∓ (1 − k2)(1 − k2 sin2 ψ)−

1
2 {coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 + k cosh 2K2 cos ψ}

(1 − k2)
(
1 + 1

sinh2 2K1
sin2 ψ

)
= ∓coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 + k cosh 2K2 cos ψ(

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
)

(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

(5.3.135)
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となる。ここで、 ∂θ
∂ψ < 0である必要があり、

∂θ

∂ψ
= −coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)

1
2 + k cosh 2K2 cos ψ(

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
)

(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

(5.3.136)

となる。

したがって、

u2 =
1
π

∫ π

0

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k cosh 2K2 cos ψ(

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
)

(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 dψ

=
1
π

∫ π

0

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2 + k cosh 2K2 cos ψ

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
dψ

=
1
π

∫ π

0

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
dψ

+
1
π

∫ π

0

k cosh 2K2 cos ψ

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
dψ (5.3.137)

となる。

・右辺第１項の積分

ψ → ψ − π
2 と変数変換すると、∫ π

0

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
dψ =

∫ π
2

−π
2

coth 2K1(1 − k2 cos2 ψ)
1
2

1 + 1
sinh2 2K1

cos2 ψ
dψ

= 2
∫ π

2

0

coth 2K1(1 − k2 cos2 ψ)
1
2

1 + 1
sinh2 2K1

cos2 ψ
dψ (5.3.138)

となる。ただし、１行目の右辺が偶関数であることを用いた。ここで、再び ψ → −ψ + π
2 と変数変換すると、∫ π

0

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
dψ = 2

∫ π
2

0

coth 2K1(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
dψ (5.3.139)

となる。

・右辺第２項の積分

ψ → ψ − π
2 と変数変換すると、∫ π

0

k cosh 2K2 cos ψ

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
dψ =

∫ π
2

−π
2

k cosh 2K2 sin ψ

1 + 1
sinh2 2K1

cos2 ψ
dψ = 0 (5.3.140)

となる。ただし、右辺が奇関数であることを用いた。

よって、

u2 = 2π−1 coth 2K1

∫ π
2

0

(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
dψ (5.3.141)
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となる。また、この被積分関数は、

(1 − k2 sin2 ψ)
1
2

1 + 1
sinh2 2K1

sin2 ψ
=

1 − k2 sin2 ψ(
1 + 1

sinh2 2K1
sin2 ψ

)
(1 − k2 sin2 ψ)

1
2

=
coth2 2K2

{
1 − 1

cosh2 2K2

(
1 + 1

sinh2 2K1
sin2 ψ

)}
(
1 + 1

sinh2 2K1
sin2 ψ

)
(1 − k2 sin2 ψ)

1
2

= coth2 2K2

 1(
1 + 1

sinh2 2K1
sin2 ψ

)
(1 − k2 sin2 ψ)

1
2

− 1
cosh2 2K2(1 − k2 sin2 ψ)

1
2


(5.3.142)

となる。ただし、式変形で、

1 − k2 sin2 ψ = 1 − sin2 ψ

sinh2 2K1 sinh2 2K2

=
1

sinh2 2K2

(
sinh2 2K2 −

sin2 ψ

sinh2 2K1

)
=

1
sinh2 2K2

{
1 + sinh2 2K2 −

(
1 +

sin2 ψ

sinh2 2K1

)}
= coth2 2K2 −

1
sinh2 2K2

(
1 +

sin2 ψ

sinh2 2K1

)
= coth2 2K2

{
1 − 1

cosh2 2K2

(
1 +

1
sinh2 2K1

sin2 ψ

)}
(5.3.143)

となることを使った。よって、

u2 = 2π−1 coth 2K1 coth2 2K2

∫ π
2

0

1(
1 + 1

sinh2 2K1
sin2 ψ

)
(1 − k2 sin2 ψ)

1
2

dψ

− 2π−1 coth 2K1 coth2 2K2
1

cosh2 2K2

∫ π
2

0

1
(1 − k2 sin2 ψ)

1
2
dψ

= 2π−1 coth 2K1 coth2 2K2

[
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(5.3.144)

となる。

また、u1 は u2 において 1 ↔ 2としたものであるから、

u1 = 2π−1 coth 2K2 coth2 2K1

[
Π1

(
1

sinh2 2K2

, k

)
− 1

cosh2 2K1

K(k)
]

(5.3.145)

となる。したがって、

U = −J1

π
coth 2K2 coth2 2K1

[
Π1

(
1

sinh2 2K2

, k

)
− 1

cosh2 2K1

K(k)
]

− J2

π
coth 2K1 coth2 2K2

[
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(5.3.146)

となる。
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5.3.4 温度依存性

以上の考察より内部エネルギーは以下のようになる。

・T > Tc のとき (k = sinh 2K1 sinh 2K2)

U = −J1

π
coth 2K1 cosh 2K2 cosh 2K1

[
Π1(sinh2 2K1, k) − 1

cosh2 2K1

K(k)
]

− J2

π
coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(5.3.147)

・T < Tc のとき (k = 1
sinh 2K1 sinh 2K2

)

U = −J1

π
coth 2K2 coth2 2K1

[
Π1

(
1

sinh2 2K2

, k

)
− 1

cosh2 2K1

K(k)
]

− J2

π
coth 2K1 coth2 2K2

[
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(5.3.148)

T = Tc での振る舞いについて考える。(付録 G.16)、(付録 G.24)より、T > Tc のとき Tc 近傍では、

Π1(sinh2 2K1, k) − 1
cosh2 2K1

K(k) ∼=
1

1 + sinh2 βcJ1

ln
4
|k′|

+
sinhβcJ1

1 + sinh2 βcJ1

tan−1(sinhβcJ1) −
1

cosh2 βcJ1

ln
4
|k′|

=
sinhβcJ1

cosh2 βcJ1

tan−1(sinhβcJ1) (5.3.149)

Π1(sinh2 2K2, k) − 1
cosh2 2K2

K(k) ∼=
sinhβcJ2

cosh2 βcJ2

tan−1(sinhβcJ2) (5.3.150)

となり、どちらも発散することはない。よって、T = Tc で内部エネルギーは連続であり、

U = −J1

π
coth βcJ1 cosh βcJ2 cosh βcJ1

sinhβcJ1

cosh2 βcJ1

tan−1(sinhβcJ1)

− J2

π
coth βcJ2 cosh βcJ1 cosh βcJ2

sinhβcJ2

cosh2 βcJ2

tan−1(sinhβcJ2)

= −J1

π
coth βcJ1

cosh βcJ2 sinhβcJ1

cosh βcJ1
tan−1(sinhβcJ1)

− J2

π
coth βcJ2

cosh βcJ1 sinhβcJ2

cosh βcJ2
tan−1(sinhβcJ2)

= − 1
π

{
J1 coth βcJ1 tan−1(sinhβcJ1) + J2 coth βcJ2 tan−1(sinhβcJ2)

}
(5.3.151)

という値をとる。ただし、

sinh2 βcJ1 sinh2 βcJ2 = 1

(cosh2 βcJ1 − 1)(cosh2 βcJ2 − 1) = 1

cosh2 βcJ1 cosh2 βcJ2 = cosh2 βcJ1 + cosh2 βcJ2

cosh2 βcJ2

cosh2 βcJ1

= cosh2 βcJ2 − 1 = sinh2 βcJ2 (5.3.152)

144



となることを使った。

実際に内部エネルギーを数値的に評価したものが図 164 となる。このように内部エネルギーは任意の温度

に対して有限で連続であり、温度とともに単調増加することが分かる。

! " #
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! " #
!"
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図 164 内部エネルギーの温度依存性
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5.4 比熱

5.4.1 T > Tc の場合の比熱

比熱 C は、

C =
∂U

∂T
(5.4.1)

で与えられる。これより、

C = −J1

π

∂

∂T
coth 2K1 cosh 2K2 cosh 2K1

[
Π1(sinh2 2K1, k) − 1

cosh2 2K1

K(k)
]

− J2

π

∂

∂T
coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(5.4.2)

となる。ここで、

C ≡ −J1

π
c1 −

J2

π
c2 (5.4.3)

とおき、c2 を求める。c1 は c2 において 1 ↔ 2としたものである。ここで、i = 1, 2に対して、

∂

∂T
=

∂Ki

∂T

∂

∂Ki
= − Ji

2kBT 2

∂

∂Ki
(5.4.4)

が成立する。よって、

c2 = − J1

2kBT 2

∂

∂K1
coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

− J2

2kBT 2

∂

∂K2
coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(5.4.5)

≡ − J1

2kBT 2
a − J2

2kBT 2
b (5.4.6)

となる。

まず、aについて考えると、

a = 2 coth 2K2 sinh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

+ coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
∂

∂K1
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

∂

∂K1
K(k)

]
(5.4.7)

となり、

ν ≡ sinh2 2K2 (5.4.8)

とおくと付録 F、付録 Hより、

∂

∂K1
Π1(ν, k) =

∂k

∂K1

∂

∂k
Π1(ν, k)

= 2 cosh 2K1 sinh 2K2
k

k2 + ν

[
k′−2E(k) − Π1(ν, k)

]
(5.4.9)

∂

∂K1
K(k) =

∂k

∂K1

∂

∂k
K(k)

= 2 cosh 2K1 sinh 2K2k
−1k′−2

[
E(k) − k′2K(k)

]
(5.4.10)
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となる。ただし、

k′2 = 1 − k2 = 1 − sinh2 2K1 sinh2 2K2 (5.4.11)

であり、以降の計算で必要なものとして、

1 + k2ν−1 = 1 + sinh2 2K1 sinh2 2K2
1

sinh2 2K2

= 1 + sinh2 2K1 = cosh2 2K1 (5.4.12)

1 + ν = 1 + sinh2 2K2 = cosh2 2K2 (5.4.13)

k2

ν2
− 1 =

sinh2 2K1 sinh2 2K2

sinh4 2K2

− 1 =
sinh2 2K1

sinh2 2K2

− 1 (5.4.14)

ν + k2 = sinh2 2K2 + sinh2 2K1 sinh2 2K2 = cosh2 2K1 sinh2 2K2 (5.4.15)

が成立する。

よって、

a = 2 coth 2K2 sinh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

+ coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
2 cosh 2K1 sinh 2K2

k

ν + k2

{
k′−2E(k) − Π1(sinh2 2K2, k)

}
− 1

cosh2 2K2

2 cosh 2K1 sinh 2K2k
−1k′−2

{
E(k) − k′2K(k)

}]
= 2 coth 2K2 cosh 2K2

[
sinh 2K1 − cosh2 2K1 sinh 2K2

k

ν + k2

]
Π1(sinh2 2K2, k)

+ 2 coth 2K2 cosh2 2K1 cosh 2K2 sinh 2K2

[
k

ν + k2
k′−2 − 1

cosh2 2K2

k−1k′−2

]
E(k)

+ 2 coth 2K2 cosh 2K2

[
− sinh 2K1

1
cosh2 2K2

+ cosh 2K1
1

cosh2 2K2

cosh 2K1 sinh 2K2k
−1

]
K(k)

(5.4.16)

となる。まず、Π1(sinh2 2K2, k)にかかっている括弧の中を計算すると、

sinh 2K1 − cosh2 2K1 sinh 2K2
k

ν + k2
= sinh 2K1 − cosh2 2K1 sinh 2K2

sinh 2K1 sinh 2K2

cosh2 2K1 sinh2 2K2

= sinh 2K1 − sinh 2K1 = 0 (5.4.17)

となる。次に、E(k)にかかっている括弧の中を計算すると、

k

ν + k2
k′−2 − 1

cosh2 2K2

k−1k′−2 = k′−2

[
sinh 2K1 sinh 2K2

cosh2 2K1 sinh2 2K2

− 1
cosh2 2K2 sinh 2K1 sinh 2K2

]
= k′−2 sinh2 2K1 sinh 2K2 cosh2 2K2 − sinh 2K2 cosh2 2K1

cosh2 2K1 sinh 2K1 cosh2 2K2 sinh2 2K2

= k′−2 sinh2 2K1 sinh 2K2(1 + sinh2 2K2) − sinh 2K2(1 + sinh2 2K1)
cosh2 2K1 sinh 2K1 cosh2 2K2 sinh2 2K2

= −(1 − sinh2 2K1 sinh2 2K2)−1 sinh 2K2(1 − sinh2 2K1 sinh2 2K2)
cosh2 2K1 sinh 2K1 cosh2 2K2 sinh2 2K2

= − sinh 2K2

cosh2 2K1 sinh 2K1 cosh2 2K2 sinh2 2K2

(5.4.18)
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となる。最後に、K(k)にかかっている括弧の中を計算すると、

− sinh 2K1
1

cosh2 2K2

+ cosh 2K1
1

cosh2 2K2

cosh 2K1 sinh 2K2k
−1 = − sinh 2K1

cosh2 2K2

+
cosh2 2K1 sinh 2K2

cosh2 2K2 sinh 2K1 sinh 2K2

=
− sinh2 2K1 + cosh2 2K1

cosh2 2K2 sinh 2K1

=
1

cosh2 2K2 sinh 2K1

(5.4.19)

となる。したがって、aは、

a = −2 coth 2K2 cosh2 2K1 cosh 2K2 sinh 2K2
sinh 2K2

cosh2 2K1 sinh 2K1 cosh2 2K2 sinh2 2K2

E(k)

+ 2 coth 2K2 cosh 2K2
1

cosh2 2K2 sinh 2K1

K(k)

=
2

sinh 2K1 sinh 2K2
[K(k) − E(k)] (5.4.20)

となる。

次に bについて考えると、

b = − 2
sinh2 2K2

cosh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

+ 2 coth 2K2 cosh 2K1 sinh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

+ coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
∂

∂K2
Π1(sinh2 2K2, k) − ∂

∂K2

1
cosh2 2K2

K(k)
]

(5.4.21)

となり、付録 F、付録 H、付録 Iより、

∂

∂K2
Π1(ν, k) =

∂ν

∂K2

∂

∂ν
Π1(ν, k) +

∂k

∂K2

∂

∂k
Π1(ν, k)

= 4 sinh 2K2 cosh 2K2
1

2(1 + ν)(1 + k2ν−1)

[(
k2

ν2
− 1

)
Π1(ν, k) − 1

ν2
(k2 + ν)K(k) +

1
ν

E(k)
]

+ 2 sinh 2K1 cosh 2K2
k

ν + k2

[
k′−2E(k) − Π1(ν, k)

]
(5.4.22)

∂

∂K2

1
cosh2 2K2

K(k) = −4
sinh 2K2

cosh3 2K2

K(k) +
1

cosh2 2K2

∂k

∂K2

∂

∂k
K(k)

= −4
sinh 2K2

cosh3 2K2

K(k) + 2
1

cosh2 2K2

sinh 2K1 cosh 2K2k
−1k′−2

[
E(k) − k′2K(k)

]
(5.4.23)

となる。
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よって、

b = − 2
sinh2 2K2

cosh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

+ 2 coth 2K2 cosh 2K1 sinh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

+ coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

×
{

4 sinh 2K2 cosh 2K2
1

2(1 + ν)(1 + k2ν−1)

[(
k2

ν2
− 1

)
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

ν2
(k2 + ν)K(k) +

1
ν

E(k)
]

+ 2 sinh 2K1 cosh 2K2
k

ν + k2

[
k′−2E(k) − Π1(sinh2 2K2, k)

]
+ 4

sinh 2K2

cosh3 2K2

K(k) − 2
1

cosh2 2K2

sinh 2K1 cosh 2K2k
−1k′−2

[
E(k) − k′2K(k)

]}
= 2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
− 1

sinh2 2K2

+ 1 + coth 2K2

{
sinh 2K2 cosh 2K2

1
(1 + ν)(1 + k2ν−1)

(
k2

ν2
− 1

)
− sinh 2K1 cosh 2K2

k

ν + k2

}]
Π1(sinh2 2K2, k)

+ 2 coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
sinh 2K2 cosh 2K2

1
(1 + ν)(1 + k2ν−1)

1
ν

+ sinh 2K1 cosh 2K2
k

ν + k2
k′−2 − 1

cosh2 2K2

sinh 2K1 cosh 2K2k
−1k′−2

]
E(k)

+ 2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
1

sinh2 2K2 cosh2 2K2

− 1
cosh2 2K2

+ coth 2K2

{
− sinh 2K2 cosh 2K2

1
(1 + ν)(1 + k2ν−1)

1
ν2

(k2 + ν)

+ 2
sinh 2K2

cosh3 2K2

+
1

cosh2 2K2

sinh 2K1 cosh 2K2k
−1

}]
K(k)

(5.4.24)

となる。まず、Π1(sinh2 2K2, k)にかかっている括弧の中を計算すると、

− 1
sinh2 2K2

+ 1 + coth 2K2

{
sinh 2K2 cosh 2K2

1
(1 + ν)(1 + k2ν−1)

(
k2

ν2
− 1

)
− sinh 2K1 cosh 2K2

k

ν + k2

}
= − 1

sinh2 2K2

+ 1 + coth 2K2

{
sinh 2K2 cosh 2K2

1
cosh2 2K2 cosh2 2K1

(
sinh2 2K1

sinh2 2K2

− 1
)

− sinh 2K1 cosh 2K2
sinh 2K1 sinh 2K2

cosh2 2K1 sinh2 2K2

}
= − 1

sinh2 2K2

+
cosh2 2K1 sinh2 2K2

cosh2 2K1 sinh2 2K2

+
sinh2 2K1 − sinh2 2K2

cosh2 2K1 sinh2 2K2

− sinh2 2K1 cosh2 2K2

cosh2 2K1 sinh2 2K2

= − 1
sinh2 2K2

+
(1 + sinh2 2K1)(−1 + cosh2 2K2) + sinh2 2K1 − sinh2 2K2 − sinh2 2K1 cosh2 2K2

cosh2 2K1 sinh2 2K2

= − 1
sinh2 2K2

+
−1 + cosh2 2K2 − sinh2 2K2

cosh2 2K1 sinh2 2K2

= − 1
sinh2 2K2

(5.4.25)
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となる。次に、E(k)にかかっている括弧の中を計算すると、

sinh 2K2 cosh 2K2
1

(1 + ν)(1 + k2ν−1)
1
ν

+ sinh 2K1 cosh 2K2
k

ν + k2
k′−2 − 1

cosh2 2K2

sinh 2K1 cosh 2K2k
−1k′−2

= sinh 2K2 cosh 2K2
1

cosh2 2K2 cosh2 2K1

1
sinh2 2K2

+ sinh 2K1 cosh 2K2
sinh 2K1 sinh 2K2

cosh2 2K1 sinh2 2K2

k′−2 − 1
cosh2 2K2

sinh 2K1 cosh 2K2
1

sinh 2K1 sinh 2K2
k′−2

= k′−2

{
1 − sinh2 2K1 sinh2 2K2

cosh2 2K1 sinh 2K2 cosh 2K2

+
sinh2 2K1 cosh 2K2

cosh2 2K1 sinh 2K2

− 1
sinh 2K2 cosh 2K2

}
= k′−2 1 − sinh2 2K1 sinh2 2K2 + sinh2 2K1 cosh2 2K2 − cosh2 2K1

cosh2 2K1 sinh 2K2 cosh 2K2

= k′−2 1 − sinh2 2K1 sinh2 2K2 + sinh2 2K1(1 + sinh2 2K2) − cosh2 2K1

cosh2 2K1 sinh 2K2 cosh 2K2

= 0 (5.4.26)

となる。最後に、K(k)にかかっている括弧の中を計算すると、

1
sinh2 2K2 cosh2 2K2

− 1
cosh2 2K2

+ coth 2K2

{
− sinh 2K2 cosh 2K2

1
(1 + ν)(1 + k2ν−1)

1
ν2

(k2 + ν)

+ 2
sinh 2K2

cosh3 2K2

+
1

cosh2 2K2

sinh 2K1 cosh 2K2k
−1

}
=

1
sinh2 2K2 cosh2 2K2

− 1
cosh2 2K2

+ coth 2K2

{
− sinh 2K2 cosh 2K2

1
cosh2 2K2 cosh2 2K1

1
sinh4 2K2

cosh2 2K1 sinh2 2K2

+ 2
sinh 2K2

cosh3 2K2

+
1

cosh2 2K2

sinh 2K1 cosh 2K2
1

sinh 2K1 sinh 2K2

}
=

1
sinh2 2K2 cosh2 2K2

− 1
cosh2 2K2

+ coth 2K2

{
− 1

sinh 2K2 cosh 2K2
+ 2

sinh 2K2

cosh3 2K2

+
1

sinh 2K2 cosh 2K2

}
=

1
sinh2 2K2 cosh2 2K2

− 1
cosh2 2K2

+ 2 coth 2K2
sinh 2K2

cosh3 2K2

=
1 + sinh2 2K2

sinh2 2K2 cosh2 2K2

=
1

sinh2 2K2

(5.4.27)

となる。したがって、bは、

b = −2 cosh 2K1 cosh 2K2
1

sinh2 2K2

Π1(sinh2 2K2, k) + 2 cosh 2K1 cosh 2K2
1

sinh2 2K2

K(k)

= 2 cosh 2K1 cosh 2K2
1

sinh2 2K2

[
K(k) − Π1(sinh2 2K2, k)

]
(5.4.28)

となる。

よって、c2 は、

c2 = − J1

kBT 2

1
sinh 2K1 sinh 2K2

[K(k) − E(k)] − J2

kBT 2
cosh 2K1 cosh 2K2

1
sinh2 2K2

[
K(k) − Π1(sinh2 2K2, k)

]
(5.4.29)
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となる。また、c1 は c2 において 1 ↔ 2としたものであるから、

c1 = − J2

kBT 2

1
sinh 2K1 sinh 2K2

[K(k) − E(k)] − J1

kBT 2
cosh 2K1 cosh 2K2

1
sinh2 2K1

[
K(k) − Π1(sinh2 2K1, k)

]
(5.4.30)

となる。したがって、比熱 C は、

C =
1

πkBT 2

{(
J1

sinh 2K1

)2

cosh 2K1 cosh 2K2

[
K(k) − Π1(sinh2 2K1, k)

]
+

(
J2

sinh 2K2

)2

cosh 2K1 cosh 2K2

[
K(k) − Π1(sinh2 2K2, k)

]
+2

J1J2

sinh 2K1 sinh 2K2
[K(k) − E(k)]

}
(5.4.31)

となる。

5.4.2 T < Tc の場合の比熱

比熱 C は、

C = −J1

π

∂

∂T
coth 2K2 coth2 2K1

[
Π1

(
1

sinh2 2K2

, k

)
− 1

cosh2 2K1

K(k)
]

− J2

π

∂

∂T
coth 2K1 coth2 2K2

[
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(5.4.32)

となる。ここで、T > Tc の場合と同様に、

C ≡ −J1

π
c1 −

J2

π
c2 (5.4.33)

とおき、c2 を求める。c1 は c2 において 1 ↔ 2としたものである。c2 は、

c2 = − J1

2kBT 2

∂

∂K1
coth 2K1 coth2 2K2

[
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

K(k)
]

− J2

2kBT 2

∂

∂K2
coth 2K1 coth2 2K2

[
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(5.4.34)

≡ − J1

2kBT 2
a − J2

2kBT 2
b (5.4.35)

となる。

まず、aについて考えると、

a = − 2
sinh2 2K1

coth2 2K2

[
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

K(k)
]

+ coth 2K1 coth2 2K2

[
∂

∂K1
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

∂

∂K1
K(k)

]
(5.4.36)

となり、

ν ≡ 1
sinh2 2K1

(5.4.37)
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とおくと、付録 F、付録 H、付録 Iより、

∂

∂K1
Π1(ν, k) =

∂ν

∂K1

∂

∂ν
Π1(ν, k) +

∂k

∂K1

∂

∂k
Π1(ν, k)

= −4
cosh 2K1

sinh3 2K1

1
2(1 + ν)(1 + k2ν−1)

[(
k2

ν2
− 1

)
Π1(ν, k) − 1

ν2
(k2 + ν)K(k) +

1
ν

E(k)
]

− 2
cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k

ν + k2

[
k′−2E(k) − Π1(ν, k)

]
(5.4.38)

∂

∂K1
K(k) =

∂k

∂K1

∂

∂k
K(k)

= −2
cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k−1k′−2
[
E(k) − k′2K(k)

]
(5.4.39)

となる。ただし、

k′2 = 1 − k2 = 1 − 1
sinh2 2K1 sinh2 2K2

(5.4.40)

であり、以降の計算において必要なものとして、

1 + k2ν−1 = 1 +
1

sinh2 2K1 sinh2 2K2

sinh2 2K1 = coth2 2K2 (5.4.41)

1 + ν = 1 +
1

sinh2 2K1

= coth2 2K1 (5.4.42)

k2

ν2
− 1 =

1
sinh2 2K1 sinh2 2K2

sinh4 2K1 − 1 =
sinh2 2K1

sinh2 2K2

− 1 (5.4.43)

ν + k2 =
1

sinh2 2K1

+
1

sinh2 2K1 sinh2 2K2

=
cosh2 2K2

sinh2 2K1 sinh2 2K2

(5.4.44)

が成立する。

よって、

a = − 2
sinh2 2K1

coth2 2K2

[
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

K(k)
]

+ coth 2K1 coth2 2K2

{
−4

cosh 2K1

sinh3 2K1

1
2(1 + ν)(1 + k2ν−1)

[(
k2

ν2
− 1

)
Π1(ν, k) − 1

ν2
(k2 + ν)K(k) +

1
ν

E(k)
]

− 2
cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k

ν + k2

[
k′−2E(k) − Π1(ν, k)

]
+ 2

1
cosh2 2K2

cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k−1k′−2
[
E(k) − k′2K(k)

]}
= 2 coth2 2K2

[
− 1

sinh2 2K1

− coth 2K1

{
cosh 2K1

sinh3 2K1

1
(1 + ν)(1 + k2ν−1)

(
k2

ν2
− 1

)
− cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k

ν + k2

}]
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
+ 2 coth 2K1 coth2 2K2

[
− cosh 2K1

sinh3 2K1

1
(1 + ν)(1 + k2ν−1)

1
ν

− cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k

ν + k2
k′−2 +

1
cosh2 2K2

cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k−1k′−2

]
E(k)

+ 2 coth2 2K2

[
1

sinh2 2K1 cosh2 2K2

+ coth 2K1

{
cosh 2K1

sinh3 2K1

1
(1 + ν)(1 + k2ν−1)

1
ν2

(k2 + ν) − 1
cosh2 2K2

cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k−1

}]
K(k)

(5.4.45)
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となる。まず、Π1(1/ sinh2 2K1, k)にかかっている括弧の中を計算すると、

− 1
sinh2 2K1

− coth 2K1

{
cosh 2K1

sinh3 2K1

1
(1 + ν)(1 + k2ν−1)

(
k2

ν2
− 1

)
− cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k

ν + k2

}
= − 1

sinh2 2K1

− coth 2K1

{
cosh 2K1

sinh3 2K1

1
coth2 2K1 coth2 2K2

(
sinh2 2K1

sinh2 2K2

− 1
)

− cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

1
sinh 2K1 sinh 2K2

sinh2 2K1 sinh2 2K2

cosh2 2K2

}
= − 1

sinh2 2K1

− 1
cosh2 2K2

+
1

sinh2 2K1 coth2 2K2

+
coth2 2K1

cosh2 2K2

= −cosh2 2K2 − sinh2 2K2

sinh2 2K1 cosh2 2K2

+
− sinh2 2K1 + cosh2 2K1

sinh2 2K1 cosh2 2K2

= 0 (5.4.46)

となる。次に、E(k)にかかっている括弧の中を計算すると、

− cosh 2K1

sinh3 2K1

1
(1 + ν)(1 + k2ν−1)

1
ν
− cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k

ν + k2
k′−2 +

1
cosh2 2K2

cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k−1k′−2

= − cosh 2K1

sinh3 2K1

1
coth2 2K1 coth2 2K2

sinh2 2K1 −
cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

1
sinh 2K1 sinh 2K2

sinh2 2K1 sinh2 2K2

cosh2 2K2

k′−2

+
1

cosh2 2K2

cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

sinh 2K1 sinh 2K2k
′−2

= − 1
coth 2K1 coth2 2K2

− cosh 2K1

sinh 2K1 cosh2 2K2

k′−2 +
cosh 2K1

sinh 2K1 cosh2 2K2

k′−2

= − 1
coth 2K1 coth2 2K2

(5.4.47)

となる。最後に、K(k)にかかっている括弧の中を計算すると、

1
sinh2 2K1 cosh2 2K2

+ coth 2K1

{
cosh 2K1

sinh3 2K1

1
(1 + ν)(1 + k2ν−1)

1
ν2

(k2 + ν) − 1
cosh2 2K2

cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

k−1

}
=

1
sinh2 2K1 cosh2 2K2

+ coth 2K1

{
cosh 2K1

sinh3 2K1

1
coth2 2K1 coth2 2K2

sinh4 2K1
cosh2 2K2

sinh2 2K1 sinh2 2K2

− 1
cosh2 2K2

cosh 2K1

sinh2 2K1 sinh 2K2

sinh 2K1 sinh 2K2

}
=

1
sinh2 2K1 cosh2 2K2

+ 1 − cosh2 2K1

sinh2 2K1 cosh2 2K2

= 1 − 1
cosh2 2K2

= tanh2 2K2 (5.4.48)

となる。したがって、aは、

a = −2 coth 2K1 coth2 2K2
1

coth 2K1 coth2 2K2

E(k) + 2 coth2 2K2 tanh2 2K2K(k)

= 2 [K(k) − E(k)] (5.4.49)

となる。
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次に bについて考えると、

b = −4 coth 2K1
cosh 2K2

sinh3 2K2

[
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

K(k)
]

+ coth 2K1 coth2 2K2

[
∂

∂K2
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− ∂

∂K2

1
cosh2 2K2

K(k)
]

(5.4.50)

となり、ここで付録 F、付録 Hより、

∂

∂K2
Π1 (ν, k) =

∂k

∂K2

∂

∂k
Π1 (ν, k)

= −2
cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k

k2 + ν

[
k′−2E(k) − Π1 (ν, k)

]
(5.4.51)

∂

∂K2

1
cosh2 2K2

K(k) = −4
sinh 2K2

cosh3 2K2

K(k) +
1

cosh2 2K2

∂k

∂K2

∂

∂k
K(k)

= −4
sinh 2K2

cosh3 2K2

K(k) − 2
cosh2 2K2

cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k−1k′−2
[
E(k) − k′2K(k)

]
(5.4.52)

となる。よって、

b = −4 coth 2K1
cosh 2K2

sinh3 2K2

[
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

K(k)
]

+ coth 2K1 coth2 2K2

{
−2

cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k

k2 + ν

[
k′−2E(k) − Π1 (ν, k)

]
+ 4

sinh 2K2

cosh3 2K2

K(k) +
2

cosh2 2K2

cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k−1k′−2
[
E(k) − k′2K(k)

]}
= 2 coth 2K1 coth 2K2

[
− 2

sinh2 2K2

+ coth 2K2
cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k

k2 + ν

]
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
+ 2 coth 2K1 coth2 2K2k

′−2

[
− cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k

k2 + ν
+

1
cosh2 2K2

cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k−1

]
E(k)

+ 2 coth 2K1 coth 2K2

[
2

sinh2 2K2 cosh2 2K2

+ coth 2K2

{
2

sinh 2K2

cosh3 2K2

− 1
cosh2 2K2

cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k−1

}]
K(k)

(5.4.53)

となる。まず、Π1(1/ sinh2 2K1, k)にかかっている括弧の中を計算すると、

− 2
sinh2 2K2

+ coth 2K2
cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k

k2 + ν

= − 2
sinh2 2K2

+ coth 2K2
cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

1
sinh 2K1 sinh 2K2

sinh2 2K1 sinh2 2K2

cosh2 2K2

= − 2
sinh2 2K2

+
1

sinh2 2K2

= − 1
sinh2 2K2

(5.4.54)
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となる。次に、E(k)にかかっている括弧の中を計算すると、

− cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k

k2 + ν
+

1
cosh2 2K2

cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k−1

= − cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

1
sinh 2K1 sinh 2K2

sinh2 2K1 sinh2 2K2

cosh2 2K2

+
1

cosh2 2K2

cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

sinh 2K1 sinh 2K2

= − 1
sinh 2K2 cosh 2K2

+
1

sinh 2K2 cosh 2K2

= 0 (5.4.55)

となる。最後に、K(k)にかかっている括弧の中を計算すると、

2
sinh2 2K2 cosh2 2K2

+ coth 2K2

{
2

sinh 2K2

cosh3 2K2

− 1
cosh2 2K2

cosh 2K2

sinh 2K1 sinh2 2K2

k−1

}
=

2
sinh2 2K2 cosh2 2K2

+
2

cosh2 2K2

− 1
sinh2 2K2

= 2
1 + sinh2 2K2

sinh2 2K2 cosh2 2K2

− 1
sinh2 2K2

=
1

sinh2 2K2

(5.4.56)

となる。したがって、bは、

b = −2 coth 2K1 coth 2K2
1

sinh2 2K2

Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
+ 2 coth 2K1 coth 2K2

1
sinh2 2K2

K(k)

= 2 coth 2K1 coth 2K2
1

sinh2 2K2

[
K(k) − Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)]
(5.4.57)

となる。

よって、c2 は、

c2 = − J1

kBT 2
[K(k) − E(k)] − J2

kBT 2
coth 2K1 coth 2K2

1
sinh2 2K2

[
K(k) − Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)]
(5.4.58)

となり、c1 は c2 において 1 ↔ 2としたものであるから、

c1 = − J2

kBT 2
[K(k) − E(k)] − J1

kBT 2
coth 2K1 coth 2K2

1
sinh2 2K1

[
K(k) − Π1

(
1

sinh2 2K2

, k

)]
(5.4.59)

となる。したがって、比熱 C は、

C =
1

πkBT 2

{(
J1

sinh 2K1

)2

coth 2K1 coth 2K2

[
K(k) − Π1

(
1

sinh2 2K2

, k

)]
+

(
J2

sinh 2K2

)2

coth 2K1 coth 2K2

[
K(k) − Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)]
+ 2J1J2 [K(k) − E(k)]

}
(5.4.60)

となる。
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5.4.3 温度依存性

以上の考察より内部エネルギーは以下のようになる。

・T > Tc のとき (k = sinh 2K1 sinh 2K2)

C =
1

πkBT 2

{(
J1

sinh 2K1

)2

cosh 2K1 cosh 2K2

[
K(k) − Π1(sinh2 2K1, k)

]
+

(
J2

sinh 2K2

)2

cosh 2K1 cosh 2K2

[
K(k) − Π1(sinh2 2K2, k)

]
+2

J1J2

sinh 2K1 sinh 2K2
[K(k) − E(k)]

}
(5.4.61)

・T < Tc のとき (k = 1
sinh 2K1 sinh 2K2

)

C =
1

πkBT 2

{(
J1

sinh 2K1

)2

coth 2K1 coth 2K2

[
K(k) − Π1

(
1

sinh2 2K2

, k

)]
+

(
J2

sinh 2K2

)2

coth 2K1 coth 2K2

[
K(k) − Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)]
+ 2J1J2 [K(k) − E(k)]

}
(5.4.62)

これより、Tc 近傍の振る舞いについて考える。

・T > Tc のとき (k = sinh 2K1 sinh 2K2)

まず、k2 を Tc 近傍で展開する。１次の導関数は、

∂k2

∂T
= −2

J1

kBT 2
sinh 2K1 cosh 2K1 sinh2 2K2 − 2

J2

kBT 2
sinh 2K2 cosh 2K2 sinh2 2K1 (5.4.63)

となるので、

∂k2

∂T

∣∣∣∣
T=Tc

= −2
J1

kBT 2
c

sinhβcJ1 cosh βcJ1 sinh2 βcJ2 − 2
J2

kBT 2
c

sinhβcJ2 cosh βcJ2 sinh2 βcJ1

= −2
1

kBT 2
c

(J1 cosh βcJ1 sinhβcJ2 + J2 cosh βcJ2 sinhβcJ1)

= −2
1

kBT 2
c

(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2) (5.4.64)

となる。ただし、

sinhβcJ1 sinhβcJ2 = 1 (5.4.65)

となることを使った。よって、

k2 ∼= 1 − 2
1

kBT 2
c

(J1 coth βcJ1 + J2 cothβcJ2)(T − Tc)

= 1 − 2βc

(
T

Tc
− 1

)
(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2) (5.4.66)
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となる。これより、

k′2 = 1 − k2

∼= 2βc

(
T

Tc
− 1

)
(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2) (5.4.67)

となる。よって、K(k)の Tc 近傍での振る舞いは、(付録 G.16)により、

K(k) ∼= ln
4
|k′|

= − ln
1
4

[
2βc

(
T

Tc
− 1

)
(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2)

] 1
2

= −1
2

ln
(

T

Tc
− 1

)
− 1

2
ln

1
8
βc(J1 cothβcJ1 + J2 coth βcJ2) (5.4.68)

となる。また、

K(k) − Π1(sinh2 2K1, k) ∼= ln
4
|k′|

− 1
1 + νc

ln
4
|k′|

− ν
1
2
c

1 + νc
tan−1 ν

1
2
c

=
(

1 − 1
1 + νc

)
ln

4
|k′|

− ν
1
2
c

1 + νc
tan−1 ν

1
2
c

=
sinh2 βcJ1

cosh2 βcJ1

ln
4
|k′|

− sinhβcJ1

cosh2 βcJ1

tan−1(sinhβcJ1) (5.4.69)

となる。ただし、νc は Tc での ν であり、

νc = sinh2 βcJ1 (5.4.70)

1 − 1
1 + νc

= 1 − 1
1 + sinh2 βcJ1

=
sinh2 βcJ1

cosh2 βcJ1

(5.4.71)

ν
1
2
c

1 + νc
=

sinhβcJ1

1 + sinh2 βcJ1

=
sinhβcJ1

cosh2 βcJ1

(5.4.72)

となることを使った。同様に、

K(k) − Π1(sinh2 2K2, k) ∼=
sinh2 βcJ2

cosh2 βcJ2

ln
4
|k′|

− sinhβcJ2

cosh2 βcJ2

tan−1(sinhβcJ2) (5.4.73)

となる。

これより、C の第１項目は、(
J1

sinh 2K1

)2

cosh 2K1 cosh 2K2

[
K(k) − Π1(sinh2 2K1, k)

]
∼=

(
J1

sinhβcJ1

)2

cosh βcJ1 cosh βcJ2
sinh2 βcJ1

cosh2 βcJ1

ln
4
|k′|

−
(

J1

sinhβcJ1

)2

cosh βcJ1 cosh βcJ2
sinhβcJ1

cosh2 βcJ1

tan−1(sinhβcJ1)

= J2
1 sinhβcJ2 ln

4
|k′|

− J2
1 sinh2 βcJ2 tan−1(sinhβcJ1) (5.4.74)
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となる。ただし、(5.3.152)を使った。また、同様に第２項目は、(
J2

sinh 2K2

)2

cosh 2K2 cosh 2K1

[
K(k) − Π1(sinh2 2K2, k)

]
∼= J2

2 sinhβcJ1 ln
4
|k′|

− J2
2 sinh2 βcJ1 tan−1(sinhβcJ2) (5.4.75)

となる。最後に、第３項目は、(付録 G.17)により、

2
J1J2

sinh 2K1 sinh 2K2
[K(k) − E(k)] ∼= 2J1J2

(
ln

4
|k′|

− 1
)

(5.4.76)

となる。

したがって、

C

kB

∼=
β2

c

2π

{
(J2

1 sinhβcJ2 + 2J1J2 + J2
2 sinhβcJ1)

[
− ln

(
T

Tc
− 1

)
− ln

1
8
βc(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2)

]
−

[
J2

1 sinhβcJ2 tan−1(sinhβcJ1) + 2J1J2 + J2
2 sinhβcJ1 tan−1(sinhβcJ2)

]}
(5.4.77)

∝ − ln
(

T

Tc
− 1

)
(5.4.78)

という振る舞いをする。

・T < Tc のとき (k = 1
sinh 2K1 sinh 2K2

)

まず、k2 を Tc 近傍で展開する。１次の導関数は、

∂k2

∂T
= −(sinh2 2K1 sinh2 2K2)−2 ∂

∂T
sinh2 2K1 sinh2 2K2 (5.4.79)

となるので、

∂k2

∂T

∣∣∣∣
T=Tc

= 2
1

kBT 2
c

(J1 coth βcJ1 + J2 cothβcJ2) (5.4.80)

となる。ただし、

1
sinhβcJ1 sinhβcJ2

= 1 (5.4.81)

となることを使った。よって、

k2 ∼= 1 + 2
1

kBT 2
c

(J1 coth βcJ1 + J2 cothβcJ2)(T − Tc)

= 1 − 2βc

(
1 − T

Tc

)
(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2) (5.4.82)

となる。これより、

k′2 ∼= 2βc

(
1 − T

Tc

)
(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2) (5.4.83)

となる。よって、

K(k) ∼= − ln
1
4

[
2βc

(
1 − T

Tc

)
(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2)

] 1
2

= −1
2

ln
(

1 − T

Tc

)
− 1

2
ln

1
8
βc(J1 cothβcJ1 + J2 coth βcJ2) (5.4.84)
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となる。また、

K(k) − Π1

(
1

sinh2 2K2

, k

)
∼=

(
1 − 1

1 + νc

)
ln

4
|k′|

− ν
1
2
c

1 + νc
tan−1 ν

1
2
c

=
1

cosh2 βcJ2

ln
4
|k′|

− sinhβcJ2

cosh2 βcJ2

tan−1(sinhβcJ1) (5.4.85)

となる。ただし、

νc =
1

sinh2 βcJ2

= sinh2 βcJ1 (5.4.86)

1 − 1
1 + νc

= 1 − sinh2 βcJ2

1 + sinh2 βcJ2

=
1

cosh2 βcJ2

(5.4.87)

ν
1
2
c

1 + νc
=

sinhβcJ2

1 + sinh2 βcJ2

=
sinhβcJ2

cosh2 βcJ2

(5.4.88)

となることを使った。同様に、

K(k) − Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
∼=

1
cosh2 βcJ1

ln
4
|k′|

− sinhβcJ1

cosh2 βcJ1

tan−1(sinhβcJ2) (5.4.89)

となる。

これより、C の第１項は、(
J1

sinh 2K1

)2

coth 2K1 coth 2K2

[
K(k) − Π1

(
1

sinh2 2K2

, k

)]
∼=

(
J1

sinhβcJ1

)2

coth βcJ1 coth βcJ2
1

cosh2 βcJ2

ln
4
|k′|

−
(

J1

sinhβcJ1

)2

coth βcJ1 coth βcJ2
sinhβcJ2

cosh2 βcJ2

tan−1(sinhβcJ1)

= J2
1 sinhβcJ2 ln

4
|k′|

− J2
1 sinhβcJ2 tan−1(sinhβcJ2) (5.4.90)

となる。ただし、(5.3.152)より、

1
sinh2 βcJ1

coth βcJ1 coth βcJ2
1

cosh2 βcJ2

=
cosh βcJ1

sinh2 βcJ1 cosh βcJ2

=
1

sinh2 βcJ1 sinhβcJ2

=
1

sinhβcJ1

= sinhβcJ2 (5.4.91)
1

sinh2 βcJ1

coth βcJ1 coth βcJ2
sinhβcJ2

cosh2 βcJ2

=
cosh βcJ1 sinhβcJ2

sinh2 βcJ1 cosh βcJ2

=
1

sinh2 βcJ1

= sinh2 βcJ2 (5.4.92)
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となることを使った。また、同様に第２項は、(
J2

sinh 2K2

)2

coth 2K2 coth 2K1

[
K(k) − Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)]
∼= J2

2 sinhβcJ1 ln
4
|k′|

− J2
2 sinhβcJ1 tan−1(sinhβcJ1) (5.4.93)

となる。最後に、第３項は、

2J1J2 [K(k) − E(k)] ∼= 2J1J2

(
ln

4
|k′|

− 1
)

(5.4.94)

となる。

したがって、

C

kB

∼=
β2

c

2π

{
(J2

1 sinhβcJ2 + 2J1J2 + J2
2 sinhβcJ1)

[
− ln

(
1 − T

Tc

)
− ln

1
8
βc(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2)

]
−

[
J2

1 sinhβcJ2 tan−1(sinhβcJ1) + 2J1J2 + J2
2 sinhβcJ1 tan−1(sinhβcJ2)

]}
(5.4.95)

∝ − ln
(

1 − T

Tc

)
(5.4.96)

という振る舞いをする。

よって、Tc の上限でも下限でも、Tc 近傍の温度依存性は、

C

kB

∼=
β2

c

2π

{
(J2

1 sinhβcJ2 + 2J1J2 + J2
2 sinhβcJ1)

[
− ln

∣∣∣∣1 − T

Tc

∣∣∣∣ − ln
1
8
βc(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2)

]
−

[
J2

1 sinhβcJ2 tan−1(sinhβcJ1) + 2J1J2 + J2
2 sinhβcJ1 tan−1(sinhβcJ2)

]}
(5.4.97)

∝ − ln
∣∣∣∣1 − T

Tc

∣∣∣∣ (5.4.98)

となる。ここで、臨界指数 αは比熱 C に対して、

C ∝
∣∣∣∣1 − Tc

T

∣∣∣∣−α

(5.4.99)

で定義される。これより、２次元 Isingモデルの臨界指数 αは、

α = 0 (log) (5.4.100)

となる。

実際に比熱を数値的に評価したものが図 165となる。このように比熱は転移温度 Tc において発散する。こ

れより、２次元 Isingモデルは転移温度 Tc において２次相転移が起こることが分かる。
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6 相関関数

第 3章、第 4章の２つの方法を用いて隣同士の相関関数および横方向の相関関数を求める。また、隣同士

の相関関数では温度依存性も議論する。6.1 節では、dimer 統計の方法を用いて相関関数を求める。これは、

E.W.Montroll and P.B.Potts , J.C.Ward [13]により行われた。また、6.2節では第２量子化の方法により相

関関数を求める。これは、T.D.Schltz and D.C.Mattis , E.D.Lieb [3]により行われた。ここで得られる横方

向の相関関数は、第 7章で自発磁化を求める際に用いることができる。

6.1 dimer統計の方法による相関関数

6.1.1 相関関数の導入

分配関数 Z は高温展開後の、

Z = (2 cosh K1 cosh K2)NM
∑

σ=±1

∏
n.n.

(1 + σn,mσn+1,mz1)(1 + σn,mσn,m+1z2) (6.1.1)

を用いる。これより、格子点 (1, 1)と (1 + k, 1 + l)の間の相関関数 〈σ1,1σ1+k,1+l〉は、

〈σ1,1σ1+k,1+l〉 ≡ Z−1(2 cosh K1 cosh K2)NM
∑

σ=±1

σ1,1σ1+k,1+l

∏
n.n.

(1 + σn,mσn+1,mz1)(1 + σn,mσn,m+1z2)

(6.1.2)

と定義される。ここで、σ2
i = 1であるから、

σ1,1σ1+k,1+l = (σ1,1σ1,2)(σ1,2σ1,3) · · · (σ1,lσ1,1+l)(σ1,1+lσ2,1+l)(σ2,1+lσ3,1+l) · · · (σk,1+lσ1+k,1+l)

=
l∏

l′=1

(σ1,l′σ1,1+l′)
k∏

k′=1

(σk′,1+lσ1+k′,1+l) (6.1.3)

と変形できる。また、

σn,mσn,m+1(1 + σn,mσn,m+1z2) = σn,mσn,m+1 + z2 = z2(1 + σn,mσn,m+1z
−1
2 ) (6.1.4)

σn,mσn+1,m(1 + σn,mσn+1,mz1) = σn,mσn+1,m + z1 = z1(1 + σn,mσn+1,mz−1
1 ) (6.1.5)

となるから、(6.1.2)は、

〈σ1,1σ1+k,1+l〉 = Z−1(cosh K1 cosh K2)NM
∑

σ=±1

l∏
l′=1

z2(1 + σ1,l′σ1,1+l′z
−1
2 )

×
k∏

k′=1

z1(1 + σk′,1+lσ1+k′,1+lz
−1
1 )

×
∏
n.n.

′
(1 + σn,mσn+1,mz1)(1 + σn,mσn,m+1z2) (6.1.6)

となる。
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ただし、
∏

n.n.
′ は、

∏l
l′=1、

∏k
k′=1 の積に含まれるもの以外の最近接格子点間の積を表す。この式を、

z−k
1 z−l

2 Z〈σ1,1σ1+k,1+l〉 = (2 cosh K1 cosh K2)NM
∑

σ=±1

l∏
l′=1

(1 + σ1,l′σ1,1+l′z
−1
2 )

×
k∏

k′=1

(1 + σk′,1+lσ1+k′,1+lz
−1
1 )

×
∏
n.n.

′
(1 + σn,mσn+1,mz1)(1 + σn,mσn,m+1z2)

(6.1.7)

と変形すると、右辺は
∏l

l′=1、
∏k

k′=1 の積に含まれる成分において z−1
1 → z1、z−1

2 → z2 と置き換えれば分

配関数に等しい。これより、分配関数を Pfaffianで書き表すために 4.6節で導入される格子で考えることとす

る。このとき、分配関数は、

Z = (2 cosh K1 cosh K2)NMPfA = (2 cosh K1 cosh K2)NM (detA)
1
2 (6.1.8)

のようになる。この行列 Aは成分が (4.6.2)～(4.6.5)で与えられる 4NM × 4NM の行列である。この関係を

用いれば、

z−2k
1 z−2l

2 (2 cosh K1 cosh K2)2NM det A〈σ1,1σ1+k,1+l〉2 = (2 cosh K1 cosh K2)2NM detA′ (6.1.9)

と書ける。ただし、行列 A′ は行列 Aの
∏l

l′=1、
∏k

k′=1 の積に含まれる成分を z−1
1 → z1、z−1

2 → z2 と置き

換えたものと定義する。

これより、行列 A′ について考える。行列 A′ の成分では、
∏l

l′=1、
∏k

k′=1 の積に含まれる成分において、

A′(n,m;n + 1,m)UD = −A′(n + 1,m;n,m)DU = z−1
1 (6.1.10)

A′(n,m;n,m + 1)RL = −A′(n,m + 1;n,m)LR = z−1
2 (6.1.11)

となっていればよい。これより、

A′(n,m;n + 1, m)UD = −A′(n + 1,m;n, m)DU = A(n,m;n + 1,m)UD + (−1)m−1(z−1
1 − z1) (6.1.12)

A′(n,m;n,m + 1)RL = −A′(n, m + 1;n,m)LR = A(n,m;n,m + 1)RL + (z−1
2 − z2) (6.1.13)

と書ける。ただし、A′(n,m;n′,m′)は 4× 4の行列を表す。つまり、右辺第２項を成分とする反対称行列を δ

とすると、

A′ = A + δ (6.1.14)

と書けることがわかる。 ここで、δ は、

δ(n,m;n + 1,m)UD = −δ(n + 1, m;n,m)DU = (z−1
1 − z1)　 (6.1.15)

　δ(n,m;n,m + 1)RL = −δ(n,m + 1; n,m)LR = (z−1
2 − z2) (6.1.16)

δ(n,m;n′,m′) = 0
l∏

l′=1

、
k∏

k′=1

の積に含まれいない成分 (6.1.17)

となる。ただし、δ(n,m;n′,m′)は 4× 4の行列を表す。これより、行列 A′、δ はともに 4NM × 4NM の正

方行列である。つまり、

z−2k
1 z−2l

2 det A〈σ1,1σ1+k,1+l〉2 = det(A + δ) (6.1.18)
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となり、相関関数 〈σ1,1σ1+k,1+l〉は、

〈σ1,1σ1+k,1+l〉2 = z2k
1 z2l

2 det(I + A−1δ) (6.1.19)

と書ける。ただし、I は 4NM × 4NM の単位行列である。

ここで、δ が δ12、δ21 以外の成分はすべて０である場合を考えることとする。このとき、

I + A−1δ = I +


a−1
11 a−1

12 a−1
13 · · ·

a−1
21 a−1

22 a−1
23 · · ·

a−1
31 a−1

32 a−1
33 · · ·

...
...

...
. . .




0 δ12 0 · · ·
δ21 0 0 · · ·
0 0 0 · · ·
...

...
...

. . .

 =


1 + a−1

12 δ21 a−1
11 δ12 0 · · ·

a−1
22 δ21 1 + a−1

21 δ12 0 · · ·
a−1
32 δ21 a−1

31 δ12 1 · · ·
...

...
...

. . .


(6.1.20)

となるから、この行列式は、

det(I + A−1δ) =
∣∣∣∣1 + a−1

12 δ21 a−1
11 δ12

a−1
22 δ21 1 + a−1

21 δ12

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(1 0
0 1

)
+

(
a−1
11 a−1

12

a−1
21 a−1

22

)(
0 δ12

δ21 0

)∣∣∣∣ (6.1.21)

≡ det(I + Qy) (6.1.22)

となる。ただし、行列 y は行列 δ のうち０でない成分をもつ行および列の部分行列である。そのため、行列

y は反対称行列である。また、行列 Q は行列 A−1 の行列 y に対応する行および列の部分行列である。した

がって、

〈σ1,1σ1+k,1+l〉2 = z2k
1 z2l

2 det(I + Qy) (6.1.23)

となる。ここで、

det(I + Qy) = det(y−1 + Q) det y = [Pf(y−1 + Q)Pf(y)]2 (6.1.24)

となり、

〈σ1,1σ1+k,1+l〉 = ±zk
1zl

2[Pf(y−1 + Q)Pf(y)] (6.1.25)

となる。ただし、右辺 ±は相関関数が正になるように選ぶこととする。

6.1.2 逆行列 A−1

6.1.1節より相関関数の計算には行列 Aの逆行列 A−1 が必要である。以前、トーラス状の境界条件の場合

４つの境界条件を考える必要があった。しかし、無限系を考えれば４つの境界条件はすべて同じ結果を与える

ので、ここでは境界条件として A1 の場合を考えることとする。つまり、∑
α,α′,β,β′

u
(M)
mβ

−1
u(N)

nα

−1
A(α, β;α′, β′)u(M)

β′mu
(N)
α′n = B(n,m;n,m) (6.1.26)

という関係が成立する。ただし、括弧内の添字は次元を表している。ここで、一般に行列 Aを対角化する直

行行列を U としたとき、対格化された行列を Ãとすると、

U−1AU = Ã (6.1.27)
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となる。ここで、Ãの逆行列は、

Ã−1 = (U−1AU)−1 = U−1A−1U (6.1.28)

となる。したがって、

A−1 = UÃ−1U−1 (6.1.29)

となる。これより、A(α, β;α′, β′)の逆行列は、

A−1(α, β;α′, β′) =
∑
m,n

u
(M)
βm u(N)

αn B−1(n,m;n,m)u(M)
mβ′

−1
u

(N)
nα′

−1
(6.1.30)

となる。A−1(α, β;α′, β′)、B−1(n,m;n,m)はともに 4 × 4の行列である。これを計算すると、

A−1(α, β;α′, β′) =
∑
m,n

u
(M)
βm u(N)

αn u
(M)
mβ′

−1
u

(N)
nα′

−1
B−1(n,m;n,m)

=
∑
m,n

1√
M

ei 2mβπ
M

1√
N

ei 2nαπ
N

1√
M

e−i 2β′mπ
M

1√
N

e−i 2α′nπ
M B−1(

2πn

N
,
2πm

M
)

=
∑
m,n

1
N

ei
2n(α−α′)π

N
1
M

ei
2m(β−β′)π

M B−1(
2πn

N
,
2πm

M
)

=
∑
θ1,θ2

1
N

eiθ1(α−α′) 1
M

eiθ2(β−β′)B−1(θ1, θ2) (6.1.31)

となる。ただし、B−1(n,m;n, m)は 2πn
N 、

2πm
M にのみ依存する行列であるから、

B(n,m;n,m) ≡ B(
2πn

N
,
2πm

M
) (6.1.32)

とおいた。また、

θ1 ≡ 2πn

N
(6.1.33)

θ2 ≡ 2πm

M
(6.1.34)

とおいた。N,M → ∞の極限では、

∑
θ1

→ N

2π

∫ 2π

0

dθ1 (6.1.35)

∑
θ2

→ M

2π

∫ 2π

0

dθ2 (6.1.36)

となるから、Aの逆行列の成分 A−1(α, β;α′, β′)は、

A−1(α, β;α′, β′) =
1

(2π)2

∫ 2π

0

∫ 2π

0

ei[(α−α′)θ1+(β−β′)θ2]B−1(θ1, θ2)dθ1dθ2 (6.1.37)

と書ける。
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これより、A−1(α, β;α′, β′)を求めるためには、B−1(θ1, θ2)を求める必要がある。B(θ1, θ2)は、

B(θ1, θ2) =


0 1 + z2e

iθ2 −1 −1
−1 − z2e

−iθ2 0 1 −1
1 −1 0 1 + z1e

iθ1

1 1 −1 − z1e
−iθ1 0

 (6.1.38)

≡


0 b −1 −1

−b∗ 0 1 −1
1 −1 0 a
1 1 −a∗ 0

 (6.1.39)

である。ただし、

a ≡ 1 + z1e
iθ1 a∗ ≡ 1 + z1e

−iθ1 (6.1.40)

b ≡ 1 + z2e
iθ2 b∗ ≡ 1 + z2e

−iθ2 (6.1.41)

とおいた。B(θ1, θ2)の (i, j)の余因子を ∆ij とすると、B−1(θ1, θ2) [14, pp.55–61]は、

B−1(θ1, θ2) =
1

detB


∆11 ∆21 ∆31 ∆41

∆12 ∆22 ∆32 ∆42

∆13 ∆23 ∆33 ∆43

∆14 ∆24 ∆34 ∆44

 (6.1.42)

となる。

余因子をそれぞれ求めると、

∆11 = (−1)1+1 det

 0 1 −1
−1 0 a
1 −a∗ 0


= a − a∗ = 2iz1 sin θ1 (6.1.43)

∆12 = (−1)1+2 det

−b∗ 1 −1
1 0 a
1 −a∗ 0


= −a − a∗ + aa∗b∗ = −1 + z2

1 + z2e
−iθ2(1 + z2

1 + 2z1 cos θ1) (6.1.44)

∆13 = (−1)1+3 det

−b∗ 0 −1
1 −1 a
1 1 0


= −2 + ab∗ = −1 + z1e

iθ1 + z2e
−iθ2 + z1z2e

i(θ1−θ2) (6.1.45)

∆14 = (−1)1+4 det

−b∗ 0 1
1 −1 0
1 1 −a∗


= −2 + a∗b∗ = −1 + z1e

−iθ1 + z2e
−iθ2 + z1z2e

−i(θ1+θ2) (6.1.46)

∆21 = (−1)2+1 det

 b −1 −1
−1 0 a
1 −a∗ 0


= a + a∗ − aa∗b = 1 − z2

1 − z2e
iθ2(1 + z2

1 + 2z1 cos θ1) (6.1.47)
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∆22 = (−1)2+2 det

0 −1 −1
1 0 a
1 −a∗ 0


= −a + a∗ = −2iz1 sin θ1 (6.1.48)

∆23 = (−1)2+3 det

0 b −1
1 −1 a
1 1 0


= 2 − ab = 1 − z1e

iθ1 − z2e
iθ2 − z1z2e

i(θ1+θ2) (6.1.49)

∆24 = (−1)2+4 det

0 b −1
1 −1 0
1 1 −a∗


= −2 + a∗b = −1 + z1e

−iθ1 + z2e
iθ2 + z1z2e

−i(θ1−θ2) (6.1.50)

∆31 = (−1)3+1 det

b −1 −1
0 1 −1
1 −a∗ 0


= 2 − a∗b = 1 − z1e

−iθ1 − z2e
iθ2 − z1z2e

−i(θ1−θ2) (6.1.51)

∆32 = (−1)3+2 det

 0 −1 −1
−b∗ 1 −1
1 −a∗ 0


= −2 + a∗b∗ = −1 + z1e

−iθ1 + z2e
−iθ2 + z1z2e

−i(θ1+θ2) (6.1.52)

∆33 = (−1)3+3 det

 0 b −1
−b∗ 0 −1
1 1 0


= −b + b∗ = −2iz2 sin θ2 (6.1.53)

∆34 = (−1)3+4 det

 0 b −1
−b∗ 0 1
1 1 −a∗


= −b − b∗ + a∗bb∗ = −1 + z2

2 + z1e
−iθ1(1 + z2

2 + 2z2 cos θ2) (6.1.54)

∆41 = (−1)4+1 det

 b −1 −1
0 1 −1
−1 0 a


= 2 − ab = 1 − z1e

iθ1 − z2e
iθ2 − z1z2e

i(θ1+θ2) (6.1.55)

∆42 = (−1)4+2 det

 0 −1 −1
−b∗ 1 −1
1 0 a


= 2 − ab∗ = 1 − z1e

iθ1 − z2e
−iθ2 − z1z2e

i(θ1−θ2) (6.1.56)

∆43 = (−1)4+3 det

 0 b −1
−b∗ 0 −1
1 −1 a


= b + b∗ − abb∗ = 1 − z2

2 − z1e
iθ1(1 + z2

2 + 2z2 cos θ2) (6.1.57)

∆44 = (−1)4+4 det

 0 b −1
−b∗ 0 1
1 −1 0


= b − b∗ = 2iz2 sin θ2 (6.1.58)
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となるから、

R L U D

B−1(θ1, θ2) =
1

det B


a − a∗ a + a∗ − aa∗b 2 − a∗b 2 − ab

−a − a∗ + aa∗b∗ −a + a∗ −2 + a∗b∗ 2 − ab∗

−2 + ab∗ 2 − ab −b + b∗ b + b∗ − abb∗

−2 + a∗b∗ −2 + a∗b −b − b∗ + a∗bb∗ b − b∗


R
L
U
D

(6.1.59)

となる。また、

det B = (1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2 (6.1.60)

である。ここで、a、a∗、b、b∗ および det B は周期 2π の周期関数であるから、B−1(θ1, θ2)の成分はすべて

周期 2π の周期関数となる。したがって、A−1(α, β;α′, β′) の被積分関数は周期 2π の周期関数となるため、

A−1(α, β;α′, β′)の積分区間を、

A−1(α, β;α′, β′) =
1

(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

ei[(α−α′)θ1+(β−β′)θ2]B−1(θ1, θ2)dθ1dθ2 (6.1.61)

と変えることができる。また、この式より A−1(α, β;α′, β′)は (α′ − α, β′ − β)の関数であることがわかる。

よって、表記の簡略化のため、

A−1(α, β;α′, β′)ij ≡ [α′ − α, β′ − β]ij (6.1.62)

とおくこととする。ただし、(i, j)は A−1(α, β;α′, β′)の成分を表す。ここで、B−1(θ1, θ2)の複素共役は、

B−1(θ1, θ2)∗ = B−1(−θ1,−θ2) (6.1.63)

となる。これより、A−1(α, β;α′, β′)の複素共役は、

A−1(α, β;α′, β′)∗ =
1

(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

e−i[(α−α′)θ1+(β−β′)θ2]B−1(θ1, θ2)∗dθ1dθ2

=
1

(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

ei[(α−α′)(−θ1)+(β−β′)(−θ2)]B−1(−θ1,−θ2)d(−θ1)d(−θ2)

=
1

(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

ei[(α−α′)θ1+(β−β′)θ2]B−1(θ1, θ2)dθ1dθ2

= A−1(α, β;α′, β′) (6.1.64)

であり、A−1(α, β;α′, β′)は実行列である。ただし、２行目から３行目の式変形では θ1 → −θ1、θ2 → −θ2 と

した。これより、

[α′ − α, β′ − β]ij
∗ = [α′ − α, β′ − β]ij (6.1.65)

となる。

[α′ − α, β′ − β]ij の対角要素に対しては、

[0, β′ − β]RR = [0, β′ − β]LL = [α′ − α, 0]UU = [α′ − α, 0]DD = 0 (6.1.66)
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となる。これは、

[0, β′ − β]RR =
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ2e
i(β−β′)θ2

∫ π

−π

dθ1
2iz1 sin θ1

det B
= 0 (6.1.67)

[0, β′ − β]LL = − 1
(2π)2

∫ π

−π

dθ2e
i(β−β′)θ2

∫ π

−π

dθ1
2iz1 sin θ1

det B
= 0 (6.1.68)

[α′ − α, 0]UU = − 1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1e
i(α−α′)θ1

∫ π

−π

dθ2
2iz2 sin θ2

detB
= 0 (6.1.69)

[α′ − α, 0]DD =
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1e
i(α−α′)θ1

∫ π

−π

dθ2
2iz2 sin θ2

det B
= 0 (6.1.70)

となるためである。また、

[α′ − α, β′ − β]RL = −[−(α′ − α),−(β′ − β)]LR (6.1.71)

[α′ − α, β′ − β]UD = −[−(α′ − α),−(β′ − β)]DU (6.1.72)

という関係が成立する。これは、

(a + a∗ − aa∗b)∗ = a∗ + a − a∗ab∗ = −(−a − a∗ + aa∗b∗) (6.1.73)

(b + b∗ − abb∗)∗ = b∗ + b − a∗b∗b = −(−b − b∗ + a∗bb∗) (6.1.74)

となるから、

[α′ − α, β′ − β]RL =
1

(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

ei[(α−α′)θ1+(β−β′)θ2]
a + a∗ − aa∗b

det B
dθ1dθ2

= − 1
(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

ei[(α−α′)θ1+(β−β′)θ2]
(−a − a∗ + aa∗b∗)∗

det B
dθ1dθ2

= −
{

1
(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

ei[−(α−α′)θ1−(β−β′)θ2]
−a − a∗ + aa∗b∗

detB
dθ1dθ2

}∗

= −[−(α′ − α),−(β′ − β)]LR
∗

= −[−(α′ − α),−(β′ − β)]LR (6.1.75)

[α′ − α, β′ − β]UD =
1

(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

ei[(α−α′)θ1+(β−β′)θ2]
b + b∗ − abb∗

det B
dθ1dθ2

= − 1
(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

ei[(α−α′)θ1+(β−β′)θ2]
(−b − b∗ + a∗bb∗)∗

detB
dθ1dθ2

= −
{

1
(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

ei[−(α−α′)θ1−(β−β′)θ2]
−b − b∗ + a∗bb∗

det B
dθ1dθ2

}∗

= −[−(α′ − α),−(β′ − β)]DU
∗

= −[−(α′ − α),−(β′ − β)]DU (6.1.76)

となるためである。
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6.1.3 相関関数 〈σ1,1σ1,2〉
ここでは (n,m) = (1, 1)と (1, 2)の間の相関関数を求める。

!n,m"#!$%$" !n,m"#!$%&"

' '

((

)

* *

)z&z2

図 166 (1, 1)と (1, 2)の間の相関関数

この計算をする際に必要な格子は図 166に表された部分のみである。この場合、行列 δ の成分で０でない

のは、

δ(1, 1; 1, 2)RL = z−1
2 − z2 = −δ(1, 2; 1, 1)LR (6.1.77)

だけである。つまり行列 y は、

(1, 1)R (1, 2)L

y =
(1, 1)R
(1, 2)L

(
0 z−1

2 − z2

−(z−1
2 − z2) 0

)
= (z−1

2 − z2)
(

0 1
−1 0

)
(6.1.78)

と 2 × 2の行列となる。この行列 y に対応する行列 Qは、

Q =
(

[0, 0]RR [0, 1]RL

[0,−1]LR [0, 0]LL

)
(6.1.79)

となる。ここで (6.1.66)、(6.1.71)を用いると、

[0, 0]RR = [0, 0]LL = 0 (6.1.80)

[0,−1]LR = −[0, 1]RL (6.1.81)

となるから、

Q =
(

0 [0, 1]RL

−[0, 1]RL 0

)
= [0, 1]RL

(
0 1
−1 0

)
(6.1.82)

となる。また、行列 y の逆行列 y−1 は、

y−1 = (z−1
2 − z2)−1

(
0 −1
1 0

)
(6.1.83)

となる。よって、

y−1 + Q =
(

0 −(z−1
2 − z2)−1 + [0, 1]RL

(z−1
2 − z2)−1 − [0, 1]RL 0

)
(6.1.84)
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となるから、

Pf(y−1 + Q) =
{
det(y−1 + Q)

} 1
2

=
{
[−(z−1

2 − z2)−1 + [0, 1]RL]2
} 1

2

= −(z−1
2 − z2)−1 + [0, 1]RL (6.1.85)

Pf(y) = (det y)
1
2 = z−1

2 − z2 (6.1.86)

となる。よって 〈σ1,1σ1,2〉は、

〈σ1,1σ1,2〉 = ±z2

[
−(z−1

2 − z2)−1 + [0, 1]RL

]
(z−1

2 − z2)

= ±
[
z2 − (1 − z2

2)[0, 1]RL

]
(6.1.87)

となる。これに [0, 1]RL を代入すると、

〈σ1,1σ1,2〉 = ±
[
z2 − (1 − z2

2)
1

(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2e
−iθ2

1 − z2
1 − z2e

iθ2(1 + z2
1 + 2z1 cos θ1)

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2

]
(6.1.88)

= ± 1
(2π)2

∫ π

−π

dθ1

∫ π

−π

dθ2

[
z2 − e−iθ2(1 − z2

2)
1 − z2

1 − z2e
iθ2(1 + z2

1 + 2z1 cos θ1)
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2

]
(6.1.89)

となる。この積分部分はまさに (5.3.14)であるから、

〈σ1,1σ1,2〉 = ±u2 (6.1.90)

となる。これより、(5.3.31)の表式を用いいると、

〈σ1,1σ1,2〉 = ± 1
2π

∫ π

−π

(1 − α1e
iθ)(1 − α2e

−iθ)√
(1 − α1eiθ)(1 − α1e−iθ)(1 − α2eiθ)(1 − α2e−iθ)

dθ (6.1.91)

となる。ここで、T = 0のとき、

K1 =
J1

2kBT
→ ∞ , z1 = tanhK1 → 1 (6.1.92)

K2 =
J2

2kBT
→ ∞ , z2 = tanhK2 → 1 (6.1.93)

となるため、

α1 → 0 α2 → 0 (6.1.94)

となる。したがって、T = 0のとき

〈σ1,1σ1,2〉 = ± 1
2π

∫ π

−π

dθ = ±1　 (6.1.95)

となる。ここで、相関関数は正である必要があるため、右辺は正の符号をとる必要があることがわかる。

よって、

〈σ1,1σ1,2〉 = u2 (6.1.96)

となる。
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これより、以前の結果を用いると相関関数 〈σ1,1σ1,2〉は以下のようになる。
・T > Tc のとき (k = sinh 2K1 sinh 2K2)

〈σ1,1σ1,2〉 = 2π−1 coth 2K2 cosh 2K1 cosh 2K2

[
Π1(sinh2 2K2, k) − 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(6.1.97)

・T < Tc のとき (k = 1
sinh 2K1 sinh 2K2

)

〈σ1,1σ1,2〉 = 2π−1 coth 2K1 coth2 2K2

[
Π1

(
1

sinh2 2K1

, k

)
− 1

cosh2 2K2

K(k)
]

(6.1.98)

実際に隣同士の相関関数 〈σ1,1σ1,2〉 を数値的に評価したものが図 167 となる。T = 0 で１の値 (相関距離

∞)をとり、温度に対して単調減少し、高温で０ (相関距離０)に漸近する。

0 2 4

0.4

0.6

0.8

1

! " #
!"

!$%&

!$

図 167 相関関数 〈σ1,1σ1,2〉の温度依存性
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6.1.4 相関関数 〈σ1,1σ1,1+m〉
(1, 1)、(1, 1 + m)の間の相関関数を求める。

!n,m"#!$%$" !n,m"#!$%&"

' '

((

)

* *

)z&z2

!n,m"#!$%$" !n,m"#!$%&"

' '

((

)

* *

)z&z2

!n,m"#!$%$" !n,m"#!$%&"

' '

((

)

* *

)z&z2

!n,m"#!$%$" !n,m"#!$%&"

' '

((

)

* *

)z&z2

図 168 (1, 1)と (1, 1 + m)の間の相関関数

この計算をする際に必要な格子は図 168に表された部分のみである。この場合の行列 δ の成分のうち０で

ないものは、

δ(1, 1; 1, 2)RL = δ(1, 2; 1, 3)RL = · · · = δ(1,m; 1,m + 1)RL = (z−1
2 − z2) (6.1.99)

δ(1, 2; 1, 1)LR = δ(1, 3; 1, 2)LR = · · · = δ(1,m + 1; 1,m)LR = −(z−1
2 − z2) (6.1.100)

である。これより、行列 y は、

R L

y = (z−1
2 − z2)×

R

L



(1, 1) (1, 2) · · · (1,m) (1, 2) (1, 3) · · · (1, m + 1)

(1, 1) 0 0 · · · 0 1 0 · · · 0
(1, 2) 0 0 · · · 0 0 1 · · · 0

...
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
(1,m) 0 0 · · · 0 0 0 · · · 1
(1, 2) −1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
(1, 3) 0 −1 · · · 0 0 0 · · · 0

...
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
(1,m + 1) 0 0 · · · −1 0 0 · · · 0


(6.1.101)

となる。これより、

y = (z−1
2 − z2)

(
0 I
−I 0

)
(6.1.102)

という 2m × 2mの行列となる。ただし、I はm × mの単位行列である。

また、これに対応する行列 Qは、

Q =
(

0 S
S′ 0

)
(6.1.103)
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となる。ただし、

S =


[0, 1]RL [0, 2]RL [0, 3]RL · · · [0,m]RL

[0, 0]RL [0, 1]RL [0, 2]RL · · · [0,m − 1]RL

[0,−1]RL [0, 0]RL [0, 1]RL · · · [0,m − 2]RL

...
...

...
. . .

...
[0, 2 − m]RL [0, 3 − m]RL [0, 4 − m]RL · · · [0, 1]RL

 (6.1.104)

S′ =


[0,−1]LR [0, 0]LR [0, 1]LR · · · [0,m − 2]LR

[0,−2]LR [0,−1]LR [0, 0]LR · · · [0,m − 3]LR

[0,−3]LR [0,−2]LR [0,−1]LR · · · [0,m − 4]LR

...
...

...
. . .

...
[0,−m]LR [0, 1 − m]LR [0, 2 − m]LR · · · [0,−1]LR

 (6.1.105)

= −


[0, 1]RL [0, 0]RL [0,−1]RL · · · [0, 2 − m]RL

[0, 2]RL [0, 1]RL [0, 0]RL · · · [0, 3 − m]RL

[0, 3]RL [0, 2]RL [0, 1]RL · · · [0, 4 − m]RL

...
...

...
. . .

...
[0,m]RL [0, m − 1]RL [0, m − 2]RL · · · [0, 1]RL

 = −tS (6.1.106)

である。これより、

Q =
(

0 S
−tS 0

)
(6.1.107)

となる。また、行列 y の逆行列 y−1 は、

y−1 = (z−1
2 − z2)−1

(
0 −I
I 0

)
(6.1.108)

となる。よって、

y−1 + Q =
(

0 −(z−1
2 − z2)−1I + S

(z−1
2 − z2)−1I − tS 0

)
=

(
0 −(z−1

2 − z2)−1I + S
−t{−(z−1

2 − z2)−1I + S} 0

)
(6.1.109)

となる。これより、

det(y−1 + Q) = det
(

0 −(z−1
2 − z2)−1I + S

−t{−(z−1
2 − z2)−1I + S} 0

)
= (−1)2m det

(
t{−(z−1

2 − z2)−1I + S} 0
0 −(z−1

2 − z2)−1I + S

)
= det[t{−(z−1

2 − z2)−1I + S}] det[−(z−1
2 − z2)−1I + S]

=
(
det[−(z−1

2 − z2)−1I + S]
)2

(6.1.110)

となる。したがって、

Pf(y−1 + Q) = {det(y−1 + Q)} 1
2

= det[−(z−1
2 − z2)−1I + S] (6.1.111)

Pf(y) = (det y)
1
2 = (z−1

2 − z2)m (6.1.112)
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となる。よって、

〈σ1,1σ1,1+m〉 = ±zm
2 det[−(z−1

2 − z2)I + S](z−1
2 − z2)m

= ±det[z2(z−1
2 − z2){−(z−1

2 − z2)−1I + S}]
= ±det[−z2I + (1 − z2

2)S]

= ±det[z2I − (1 − z2
2)S] (6.1.113)

となる。ここで、

c0 ≡ z2 − (1 − z2
2)[0, 1]RL (6.1.114)

cr ≡ −(1 − z2
2)[0, 1 + r]RL (6.1.115)

c−r ≡ −(1 − z2
2)[0, 1 − r]RL (6.1.116)

とおくと、

〈σ1,1σ1,1+m〉 = ±

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 c2 · · · cm−1

c−1 c0 c1 · · · cm−2

c−2 c−1 c0 · · · cm−3

...
...

...
. . .

...
c−m+1 c−m+2 c−m+3 · · · c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6.1.117)

という行列式で書ける。ここで、m = 1の場合を考えると、

〈σ1,1σ1,2〉 = ±c0 (6.1.118)

となるが、これはまさに (6.1.88)であり、c0 は正の値であることがわかっている。つまり、相関関数が正と

なるためには正符号をとればよいことがわかり、相関関数 〈σ1,1σ1,1+m〉は、

〈σ1,1σ1,1+m〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c1 c2 · · · cm−1

c−1 c0 c1 · · · cm−2

c−2 c−1 c0 · · · cm−3

...
...

...
. . .

...
c−m+1 c−m+2 c−m+3 · · · c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6.1.119)

となる。ただし、c0 は 6.1.3節により、

c0 =
1
2π

∫ π

−π

(1 − α1e
iθ)(1 − α2e

−iθ)√
(1 − α1eiθ)(1 − α1e−iθ)(1 − α2eiθ)(1 − α2e−iθ)

dθ (6.1.120)

=
1
2π

∫ π

−π

C(eiθ)dθ (6.1.121)

である。
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これより、cr の表式について考える。cr は、

cr = −(1 − z2
2)[0, 1 + r]RL

= −(1 − z2
2)

1
(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

e−i(1+r)θ2
1 − z2

1 − z2e
iθ2(1 + z2

1 + 2z1 cos θ1)
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z1(1 − z2

2) cos θ1 − 2z2(1 − z2
1) cos θ2

dθ1dθ2

= −(1 − z2
2)

1
(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

e−irθ2
(1 − z2

1)e−iθ2 − z2(1 + z2
1) − 2z1z2 cos θ1

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2
dθ1dθ2

= −(1 − z2
2)

1
(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

e−irθ2
(1 − z2

1)e−iθ2 − z2(1 + z2
1)

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2
dθ1dθ2

− (1 − z2
2)

1
(2π)2

∫ π

−π

∫ π

−π

e−irθ2
−2z1z2 cos θ1

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z1(1 − z2
2) cos θ1 − 2z2(1 − z2

1) cos θ2
dθ1dθ2

(6.1.122)

と変形できる。ここで θ1 での積分を実行するが、右辺第１項の積分は (5.3.19)と同じである。また、右辺第

２項は、

I ′ =
∫ π

−π

cos θ1

u cos θ1 + v
dθ1 (6.1.123)

を計算すればよいが、この被積分関数は、

cos θ1

u cos θ1 + v
=

1
u

u cos θ1 + v − v

u cos θ1 + v

=
1
u
− v

u

1
u cos θ1 + v

(6.1.124)

と変形できるため、

I ′ =
1
u

∫ π

−π

dθ1 −
v

u

∫ π

−π

1
u cos θ1 + v

dθ1

=
2π

u
− v

u
I (6.1.125)

となる。ただし、u、v は (5.3.17)、(5.3.18)である。よって、

cr = −(1 − z2
2)

1
2π

∫ π

−π

e−irθ (1 − z2
1)e−iθ − z2(1 + z2

1)√
(v + u)(v − u)

dθ

− (1 − z2
2)

1
2π

∫ π

−π

e−irθ v

u

2z1z2√
(v + u)(v − u)

dθ

+ (1 − z2
2)

1
2π

∫ π

−π

e−irθ 2z1z2

u
dθ

=
1
2π

∫ π

−π

e−irθ

(
−(1 − z2

2)
(1 − z2

1)e−iθ − z2(1 + z2
1)√

(v + u)(v − u)
− (1 − z2

2)
v

u

2z1z2√
(v + u)(v − u)

)
dθ

+ (1 − z2
2)

1
2π

∫ π

−π

e−irθ 2z1z2

u
dθ

(6.1.126)

となる。
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まず、右辺第１項の被積分関数を計算すると、

−(1 − z2
2)

(1 − z2
1)e−iθ − z2(1 + z2

1)√
(v + u)(v − u)

− (1 − z2
2)

v

u

2z1z2√
(v + u)(v − u)

= −(1 − z2
2)

(1 − z2
1)e−iθ − z2(1 + z2

1)√
(v + u)(v − u)

− (1 − z2
2)

(1 + z2
1)(1 + z2

2) − 2z2(1 − z2
1) cos θ

−2z1(1 − z2
2)

· 2z1z2√
(v + u)(v − u)

=
−(1 − z2

2)(1 − z2
1)e−iθ + z2(1 − z2

2)(1 + z2
1) + z2(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2

2(1 − z2
1) cos θ√

(v + u)(v − u)

=
2z2(1 + z2

1) − z2
2(1 − z2

1)eiθ − (1 − z2
1)e−iθ√

(v + u)(v − u)
(6.1.127)

となる。また、第２項の積分を実行すると、

(1 − z2
2)

1
2π

∫ π

−π

e−irθ 2z1z2

u
dθ = (1 − z2

2)
2z1z2

u

1
2π

∫ π

−π

e−irθdθ

= − z2

2π

[
− 1

ir
e−irθ

]π

−π

=
z2

2π

1
ir

(
e−irπ − eirπ

)
= 0 (6.1.128)

となる。したがって、

cr =
1
2π

∫ π

−π

dθe−irθ

× 2z2(1 + z2
1) − z2

2(1 − z2
1)eiθ − (1 − z2

1)e−iθ√
{(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos θ − 2z1(1 − z2
2)}{(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos θ + 2z1(1 − z2
2)}

(6.1.129)

=
1
2π

∫ π

−π

e−irθC(eiθ)dθ (6.1.130)

となる。同様に、r → −rとすると、

c−r =
1
2π

∫ π

−π

dθeirθ

× 2z2(1 + z2
1) − z2

2(1 − z2
1)eiθ − (1 − z2

1)e−iθ√
{(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos θ − 2z1(1 − z2
2)}{(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos θ + 2z1(1 − z2
2)}

(6.1.131)

=
1
2π

∫ π

−π

eirθC(eiθ)dθ (6.1.132)

となる。

よって、(6.1.119)の成分は任意の rに対して、

cr =
1
2π

∫ π

−π

e−irθC(eiθ)dθ (6.1.133)

となる。この cr は r のみに依存する関数であるので、(6.1.119)は Toeplitz行列式となっていることが分か

る。したがって、〈σ1,1σ1,1+m〉 は (6.1.119) の Toeplitz 行列式を解くことにより求めることができる。この

m → ∞の極限が自発磁化の２乗を与えるので、第 7章では無限次元の Toeplitz行列式を解くことになる。
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6.2 第２量子化を用いる方法による相関関数

　

格子点 (n,m)と (n,m′)の間の相関関数 〈σn,mσn,m′〉を求める。これは、

〈σn,mσn,m′〉 =
1
Z

∑
σi=±1

σn,mσn,m′e−βH (6.2.1)

=
trσx

n,mσx
n,m′V N

trV N
(6.2.2)

=

∑
α〈Ψα|σx

n,mσx
n,m′ |Ψα〉Λα∑

α Λα
(6.2.3)

となる。ただし、σx
n,m は Pauli の行列の z 成分であり、V は２次元 Ising モデルの転送行列である。また、

{Λα, |Ψα〉}を V の固有値およびそれに対応する固有関数とする。ここで、N → ∞の極限を考えると、V の

最大固有値の寄与のみが残り、第 3章の議論により、

〈σn,mσn,m′〉 =


lim

M→∞

〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉Λ+
max + 〈Ψ−

q=0|σx
mσx

m′ |Ψ−
q=0〉Λ−

max

Λ+
max + Λ−

max
T < Tc

lim
M→∞

〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉Λ+
max

Λ+
max

T > Tc

=

 lim
M→∞

1
2

(
〈Ψ+

0 |σx
mσx

m′ |Ψ+
0 〉 + 〈Ψ−

q=0|σx
mσx

m′ |Ψ−
q=0〉

)
T < Tc

lim
M→∞

〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉 T > Tc

(6.2.4)

となる。ただし、|Ψ+
0 〉は固有値 Λ+

max をとる場合の固有関数であり ξ 粒子の真空状態を表す。|Ψ−
q=0〉は固有

値 Λ−
max をとる場合の固有関数であり ξq=0 粒子が１つ存在し、他の ξq 6=0 粒子の真空状態を表す。また、

Λ+
max = Λ−

max (T < Tc) (6.2.5)

Λ+
max > Λ−

max (T > Tc) (6.2.6)

となることを用いた。また、簡単のため、添字の nを省略した。

・〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉の値
まず、σx

mσx
m′ の表式を変更する。(3.2.9)、(3.2.10)を用いて、

ax
j ≡ a†

j + aj (6.2.7)

iay
j ≡ a†

j − aj (6.2.8)

と定義する。ここで、(付録 C.21)、(付録 C.22)を Pauliの行列を用いて書き直すと、

σ−
j = (−1)j−1σz

1σz
2 · · ·σz

j−1aj (6.2.9)

σ+
j = (−1)j−1σz

1σz
2 · · ·σz

j−1a
†
j (6.2.10)

となる。
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また、(付録 C.23)より、

σz
j = 2a†

jaj − 1

= −
(
−a†

jaj + aja
†
j

)
= −

(
a†

j

2
− a†

jaj + aja
†
j − a2

j

)
= −

(
a†

j + aj

)(
a†

j − aj

)
= −ax

j (iay
j ) (6.2.11)

となるので、

σ−
j = ax

1(iay
1)a

x
2(iay

2) · · · ax
j−1(ia

y
j−1)aj (6.2.12)

σ+
j = ax

1(iay
1)a

x
2(iay

2) · · · ax
j−1(ia

y
j−1)a

†
j (6.2.13)

となる。ここで、

σx
j = σ+

j + σ−
j (6.2.14)

であるので、(6.2.12)、(6.2.13)の両辺を足せば、

σx
j = ax

1(iay
1)a

x
2(iay

2) · · · ax
j−1(ia

y
j−1)a

x
j (6.2.15)

となる。したがって、m′ > mの場合を考えると、

σx
mσx

m′ = ax
1(iay

1)a
x
2(iay

2) · · · ax
m−1(ia

y
m−1)a

x
max

1(iay
1)a

x
2(iay

2) · · · ax
m′−1(ia

y
m′−1)a

x
m′ (6.2.16)

となる。ここで、 {
ax

i , iay
j

}
+

=
{

a†
i + ai, a

†
j − aj

}
+

=
{

a†
i , a

†
j

}
+
−

{
a†

i , aj

}
+

+
{

ai, a
†
j

}
+
− {ai, aj}+

= −δi,j + δi,j = 0 (6.2.17)

となり、ax
i、iay

j は反可換である。また、(
ax

j

)2 =
(
a†

j + aj

)2

= [a†
j , aj ] = 1 (6.2.18)(

iay
j

)2 =
(
a†

j − aj

)2

= −[a†
j , aj ] = −1 (6.2.19)

であるので、

ax
j (iay

j )ax
j (iay

j ) = −ax
j ax

j (iay
j )(iay

j ) = 1 (6.2.20)

となる。よって、

σx
mσx

m′ = (iay
m)(ax

m+1)(ia
y
m+1) · · · (ax

m′−1)(ia
y
m′−1)(a

x
m′) (6.2.21)

となり、2(m′ − m)個の演算子の積となる。この真空期待値を評価するためにWickの定理 [5, pp. 166–169]

を用いる。
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〈Wickの定理 〉
φj を場の演算子とし、φj が、

φj = φ+
j + φ−

j (6.2.22)

と消滅演算子の部分と、生成演算子の部分に分けられるとする。また、これらが Fermi演算子であると

する。このとき、偶数個の演算子の積の真空期待値は、

〈0|φ1φ2 · · ·φn|0〉

=
∑

p

′
δp〈0|φp1φp2 |0〉〈0|φp3φp4 |0〉 · · · 〈0|φpn−1φpn |0〉 (6.2.23)

と演算子の対の真空期待値の積に展開できる。ただし、
∑

p
′ は、

p1 < p2, p3 <p4, · · · , pn−1 < pn (6.2.24)

p1 < p3 < · · · < pn−1 (6.2.25)

となる。

簡単のため (6.2.21)の右辺の積の順序を、

σx
mσx

m′ = (iay
m)(iay

m+1) · · · (ia
y
m′−1)(a

y
m+1)(a

x
m+2) · · · (ax

m′) (6.2.26)

と換える。このとき、ax
j、iay

j はともに ξ 粒子の生成演算子の部分と消滅演算子の部分の線形結合で表すこと

ができる。よって、この演算子の積に対しWick の定理を適用でき、〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉 は、〈Ψ+
0 |ax

j ax
k|Ψ

+
0 〉、

〈Ψ+
0 |(ia

y
j )(iay

k)|Ψ+
0 〉、〈Ψ

+
0 |(ia

y
j )ax

k|Ψ
+
0 〉の積に展開できる。そのため、これらの値を求める。(3.3.1)、(3.3.2)

より、ηq を ξ で表すと、

ηq = cos φqξq − sinφqξ
†
−q (6.2.27)

となるため、

aj =
1√
M

e−iπ/4
∑

q

eiqj
(
cos φqξq − sinφqξ

†
−q

)
(6.2.28)

a†
j =

1√
M

eiπ/4
∑

q

e−iqj
(
cos φqξ

†
q − sin φqξ−q

)
(6.2.29)

となる。ただし、ここでは、V + の場合を考えているため、q は (3.2.15)の値をとる。これより、ax
j および、

iay
j は、

ax
j =

1√
M

{
eiπ/4

∑
q

e−iqj
(
cos φqξ

†
q − sin φqξ−q

)
+ e−iπ/4

∑
q

eiqj
(
cos φqξq − sin φqξ

†
−q

)}
(6.2.30)

iay
j =

1√
M

{
eiπ/4

∑
q

e−iqj
(
cos φqξ

†
q − sin φqξ−q

)
− e−iπ/4

∑
q

eiqj
(
cos φqξq − sin φqξ

†
−q

)}
(6.2.31)

となる。
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これに |Ψ+
0 〉を作用させると、

ax
j |Ψ+

0 〉 =
1√
M

{
eiπ/4

∑
q

e−iqj cos φq|Ψ+
q 〉 − e−iπ/4

∑
q

eiqj sinφq|Ψ+
−q〉

}
(6.2.32)

iay
j |Ψ

+
0 〉 =

1√
M

{
eiπ/4

∑
q

e−iqj cos φq|Ψ+
q 〉 + e−iπ/4

∑
q

eiqj sinφq|Ψ+
−q〉

}
(6.2.33)

〈Ψ+
0 |ax

j =
1√
M

{
−eiπ/4

∑
q

e−iqj sinφq〈Ψ+
−q| + e−iπ/4

∑
q

eiqj cos φq〈Ψ+
q |

}
(6.2.34)

〈Ψ+
0 |ia

y
j =

1√
M

{
−eiπ/4

∑
q

e−iqj sinφq〈Ψ+
−q| − e−iπ/4

∑
q

eiqj cos φq〈Ψ+
q |

}
(6.2.35)

となる。ここで、和を q > 0 の部分と q < 0 の部分にわけ、q < 0 の部分に対して q → −q と変換すると、

q > 0の和のみで書くことができ、

ax
j |Ψ+

0 〉 =
1√
M

∑
q>0

{
eiπ/4e−iqj cos φq|Ψ+

q 〉 + eiπ/4eiqj cos φq|Ψ+
−q〉

− e−iπ/4eiqj sin φq|Ψ+
−q〉 + e−iπ/4e−iqj sin φq|Ψ+

q 〉
}

(6.2.36)

iay
j |Ψ

+
0 〉 =

1√
M

∑
q>0

{
eiπ/4e−iqj cos φq|Ψ+

q 〉 + eiπ/4eiqj cos φq|Ψ+
−q〉

+ e−iπ/4eiqj sin φq|Ψ+
−q〉 − e−iπ/4e−iqj sin φq|Ψ+

q 〉
}

(6.2.37)

〈Ψ+
0 |ax

j =
1√
M

∑
q>0

{
−eiπ/4e−iqj sinφq〈Ψ+

−q| + eiπ/4eiqj sin φq〈Ψ+
q |

+ e−iπ/4eiqj cos φq〈Ψ+
q | + e−iπ/4e−iqj cos φq〈Ψ+

−q|
}

(6.2.38)

〈Ψ+
0 |ia

y
j =

1√
M

∑
q>0

{
−eiπ/4e−iqj sinφq〈Ψ+

−q| + eiπ/4eiqj sin φq〈Ψ+
q |

− e−iπ/4eiqj cos φq〈Ψ+
q | − e−iπ/4e−iqj cos φq〈Ψ+

−q|
}

(6.2.39)

となる。ただし、

φ−q = −φq (6.2.40)

となることを用いた。これは、(3.2.69)、(3.2.70)、(3.2.71)より、

A−q = Aq , B−q = Bq , C−q = −Cq (6.2.41)

となるので、(3.2.78)より、

tan 2φ−q =
2C−q

B−q − A−q
= − 2Cq

Bq − Aq
= − tan 2φq = tan(−2φq) (6.2.42)

となることより導かれる。
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〈Ψ+
0 |ia

y
j ax

k|Ψ
+
0 〉を計算すると、

〈Ψ+
0 |ia

y
j ax

k|Ψ+
0 〉 =

1
M

∑
q>0

{
eiq(j−k)

(
eiπ/4 sin φq − e−iπ/4 cos φq

)(
eiπ/4 cos φq + e−iπ/4 sinφq

)
+ e−iq(j−k)

(
−eiπ/4 sinφq − e−iπ/4 cos φq

)(
eiπ/4 cos φq − e−iπ/4 sinφq

)}
=

1
M

∑
q>0

{
eiq(j−k)(i sin 2φq − cos 2φq) + e−iq(j−k)(−i sin 2φq − cos 2φq)

}
=

1
M

{∑
q>0

eiq(j−k)(i sin 2φq − cos 2φq) +
∑
q<0

eiq(j−k)(i sin 2φq − cos 2φq)

}

=
1
M

∑
q

eiq(j−k)(i sin 2φq − cos 2φq)

= − 1
M

∑
q

eiq(j−k)e−i2φq (6.2.43)

となる。また、〈Ψ+
0 |ax

j ax
k|Ψ

+
0 〉は、

〈Ψ+
0 |ax

j ax
k|Ψ+

0 〉 =
1
M

∑
q>0

{
eiq(j−k)

(
eiπ/4 sinφq + e−iπ/4 cos φq

)(
eiπ/4 cos φq + e−iπ/4 sinφq

)
+ e−iq(j−k)

(
−eiπ/4 sinφq + e−iπ/4 cos φq

)(
eiπ/4 cos φq − e−iπ/4 sinφq

)}
=

1
M

∑
q>0

{
eiq(j−k) + e−iq(j−k)

}
=

1
M

{∑
q>0

eiq(j−k) +
∑
q<0

eiq(j−k)

}

=
1
M

∑
q

eiq(j−k)

= δj,k (6.2.44)

となり、j 6= k の場合０となる。最後に、〈Ψ+
0 |(ia

y
j )(iay

k)|Ψ+
0 〉は、

〈Ψ+
0 |ax

j ax
k|Ψ+

0 〉 =
1
M

∑
q>0

{
eiq(j−k)

(
eiπ/4 sinφq − e−iπ/4 cos φq

)(
eiπ/4 cos φq − e−iπ/4 sinφq

)
+ e−iq(j−k)

(
−eiπ/4 sinφq − e−iπ/4 cos φq

)(
eiπ/4 cos φq + e−iπ/4 sinφq

)}
= − 1

M

∑
q>0

{
eiq(j−k) + e−iq(j−k)

}
= − 1

M

{∑
q>0

eiq(j−k) +
∑
q<0

eiq(j−k)

}

= − 1
M

∑
q

eiq(j−k)

= −δj,k (6.2.45)

となり、j 6= k の場合０となる。
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これより、

cj,k ≡ 〈Ψ+
0 |ia

y
j ax

k+1|Ψ+
0 〉

= − 1
M

∑
q

eiq(j−k)e−i2φqe−iq (6.2.46)

とおくと、Wickの定理より、

〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉 =
∑

p

δpcm,Pmcm+1,Pm+1 · · · cm′−1,Pm′−1
(6.2.47)

となる。この右辺は行列式であり、書き方を変更すると、

〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cm,m cm,m+1 · · · cm,m′−1

cm+1,m cm+1,m+1 · · · cm+1,m′−1

...
...

. . .
...

cm′−1,m cm′−1,m+1 · · · cm′−1,m′−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (6.2.48)

となる。

次に、cj,k に含まれる e−i2φq について考える。これは、(3.2.78)を用いて求めることができる。実際、

tan 2φq =
2Cq

Bq − Aq

1 − e−i4φq

1 + e−i4φq
=

2iCq

Bq − Aq

(Bq − Aq + 2iCq)e−i4φq = Bq − Aq − 2iCq

e−i4φq =
Bq − Aq − 2iCq

Bq − Aq + 2iCq
(6.2.49)

となる。これより、

e−i2φq = ±

√
Bq − Aq − 2iCq

Bq − Aq + 2iCq

= ±

√
(Bq − Aq − 2iCq)2

(Bq − Aq + 2iCq)(Bq − Aq − 2iCq)

= ± −(Bq − Aq − 2iCq)√
(Bq − Aq + 2iCq)(Bq − Aq − 2iCq)

(6.2.50)

となる。まず、Bq − Aq の値を求めると、

Bq − Aq = e−2K∗
1 (sinhK2 sin q)2 + e2K∗

1 (cosh K2 − sinhK2 cos q)2

− e−2K∗
1 (cosh K2 + sinh K2 cos q)2 − e2K∗

1 (sinhK2 sin q)2

=
(
e2K∗

1 − e−2K∗
1

) (
cosh2 K2 + sinh2 K2 cos2 q − sinhK2 sin2 q

)
− 2

(
e2K∗

1 + e−2K∗
1

)
cosh K2 sinhK2 cos q

= 2 sinh 2K∗
1

(
cosh2 K2 + sinh2 K2 cos 2q

)
− 2 cosh 2K∗

1 sinh 2K2 cos q (6.2.51)
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となる。これより、Bq − Aq − 2iCq は、

Bq − Aq − 2iCq = 2 sinh 2K∗
1

(
cosh2 K2 + sinh2 K2 cos 2q

)
− 2 cosh 2K∗

1 sinh 2K2 cos q

− 2i(2 sinhK2 sin q)(cosh 2K∗
1 cosh K2 − sinh 2K∗

1 sinhK2 cos q)

= 2 sinh 2K∗
1 cosh2 K2 − 2 cosh 2K∗

1 sinh 2K2(cos q + i sin q) + 2 sinh 2K∗
1 sinh2 K2(cos 2q + i sin 2q)

= 2 sinh 2K∗
1 cosh2 K2 − 2 cosh 2K∗

1 sinh 2K2e
iq + 2 sinh 2K∗

1 sinh2 K2e
i2q (6.2.52)

となる。ここで、(3.3.41)、(3.3.42)および、

cosh2 K2 =
1

1 − z2
2

(6.2.53)

sinh2 K2 = cosh2 K2 − 1 =
1

1 − z2
2

− 1 =
z2
2

1 − z2
2

(6.2.54)

sinh 2K2 = 2 sinh K2 cosh K2 = 2 tanh K2 cosh2 K2 =
2z2

1 − z2
2

(6.2.55)

より、

Bq − Aq − 2iCq =
1
z1

(1 − z2
1)

1
1 − z2

2

− 1
z1

(1 + z2
1)

2z2

1 − z2
2

eiq +
1
z1

(1 − z2
1)

z2
2

1 − z2
2

ei2q

=
1

z1(1 − z2
2)

{
(1 − z2

1) − 2z2(1 + z2
1)eiq + z2

2(1 − z2
1)ei2q

}
(6.2.56)

となる。同様に、Bq − Aq + 2iCq は、

Bq − Aq + 2iCq = 2 sinh 2K∗
1

(
cosh2 K2 + sinh2 K2 cos 2q

)
− 2 cosh 2K∗

1 sinh 2K2 cos q

+ 2i(2 sinhK2 sin q)(cosh 2K∗
1 cosh K2 − sinh 2K∗

1 sinhK2 cos q)

= 2 sinh 2K∗
1 cosh2 K2 − 2 cosh 2K∗

1 sinh 2K2(cos q − i sin q) + 2 sinh 2K∗
1 sinh2 K2(cos 2q − i sin 2q)

= 2 sinh 2K∗
1 cosh2 K2 − 2 cosh 2K∗

1 sinh 2K2e
−iq + 2 sinh 2K∗

1 sinh2 K2e
−i2q (6.2.57)

=
1

z1(1 − z2
2)

{
(1 − z2

1) − 2z2(1 + z2
1)e−iq + z2

2(1 − z2
1)e−i2q

}
(6.2.58)

となる。また、

(Bq − Aq + 2iCq)(Bq − Aq − 2iCq)

=
1

z2
1(1 − z2

2)2
{
(1 − z2

1) − 2z2(1 + z2
1)e−iq + z2

2(1 − z2
1)e−i2q

}
×

{
(1 − z2

1) − 2z2(1 + z2
1)eiq + z2

2(1 − z2
1)ei2q

}
=

1
z2
1(1 − z2

2)2
{
z2
2(1 − z2

1)2
(
ei2q + e−i2q

)
− 2z2(1 + z2

2)(1 + z2
1)(1 − z2

1)
(
eiq + e−iq

)
+ (1 − z2

1)2 + 4z2
2(1 + z2

1)2 + z4
2(1 − z2

1)2
}

(6.2.59)

となる。ここで、

ei2q + e−i2q = 2(2 cos2 q − 1) = 4 cos2 q − 2 (6.2.60)

および、

(1 − z2
1)2 + 4z2

2(1 + z2
1)2 + z4

2(1 − z2
1)2 − 2z2

2(1 − z2
1)2

= 4z2
2(1 + z2

1)2 + (1 − z2
2)2(1 − z2

1)2

= (1 + z2
1)2(1 + z2

2)2 − 4z2
1(1 − z2

2)2 (6.2.61)
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を用いると、

(Bq − Aq + 2iCq)(Bq − Aq − 2iCq)

=
1

z2
1(1 − z2

2)2
{
4z2

2(1 − z2
1)2 cos2 q

− 4z2(1 + z2
2)(1 + z2

1)(1 − z2
1) cos q + (1 + z2

1)2(1 + z2
2)2 − 4z2

1(1 − z2
2)2

}
=

1
z2
1(1 − z2

2)2
{
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos q − 2z1(1 − z2
2)2

}
×

{
(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos q + 2z1(1 − z2
2)2

}
(6.2.62)

となる。よって、

e−i2φq = ± −(1 − z2
1) + 2z2(1 + z2

1)eiq − z2
2(1 − z2

1)ei2q√
{(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos q − 2z1(1 − z2
2)2} {(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos q + 2z1(1 − z2
2)2}

(6.2.63)

となる。

したがって、

cj,k = ± 1
M

∑
q

eiq(j−k)

× 2z2(1 + z2
1) − z2

2(1 − z2
1)eiq − (1 − z2

1)e−iq√
{(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos q − 2z1(1 − z2
2)2} {(1 + z2

1)(1 + z2
2) − 2z2(1 − z2

1) cos q + 2z1(1 − z2
2)2}

(6.2.64)

となる。ここで、(5.3.33)の表記を用いると、

cj,k = ± 1
M

∑
q

eiq(j−k)C(eiq) (6.2.65)

となる。M → ∞の極限をとると、和を積分に置き換えることができ、

lim
M→∞

cj,k = ± 1
2π

∫ π

−π

eiq(j−k)C(eiq) (6.2.66)

となる。ここで、cj,k は j、k に独立に依存せず k − j ≡ rに依存するので、

lim
M→∞

cj,k ≡ cr = ± 1
2π

∫ π

−π

e−irqC(eiq) (6.2.67)

となる。この正負は相関関数が正になるように定める必要があり、正をとる必要がある。

よって、

lim
M→∞

〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0 c1 · · · cm′−m−1

c−1 c0 · · · cm′−m−2

...
...

. . .
...

cm−m′+1 cm−m′+2 · · · c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (6.2.68)

となり、各成分 cr は、

cr =
1
2π

∫ π

−π

e−irqC(eiq) (6.2.69)
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となる。

・〈Ψ−
q=0|σx

mσx
m′ |Ψ−

q=0〉の値
ここでも Wick の定理を用いたいが、この場合の期待値は真空期待値ではなく q = 0 の粒子が１つ存在

する状態に対する期待値である。そのため、Wick の定理をそのまま用いることはできないが、Fermi 粒

子であるため q = 0 の粒子の生成消滅演算子の扱いに注意すれば、Wick の定理と同様の関係を示すこ

とができる。つまり、〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉 を求めた際と同様に、〈Ψ−
q=0|σx

mσx
m′ |Ψ−

q=0〉 は 〈Ψ−
q=0|ax

j ax
k|Ψ

−
q=0〉、

〈Ψ−
q=0|(ia

y
j )(iay

k)|Ψ−
q=0〉、〈Ψ

−
q=0|(ia

y
j )ax

k|Ψ
−
q=0〉の積に展開できる。そのため、これらの値を求める。ただし、

q は (3.2.17)をとる。このため、

ax
j |Ψ−

q=0〉 =
1√
M

eiπ/4
∑

q 6=0,π

e−iqj cos φq|Ψ−
q,0〉 − e−iπ/4

∑
q 6=0,π

eiqj sinφq|Ψ−
−q,0〉 + e−iπ/4|Ψ−

0 〉 + eiπ/4e−iπj |Ψ−
π,0〉


(6.2.70)

iay
j |Ψ

−
q=0〉 =

1√
M

eiπ/4
∑

q 6=0,π

e−iqj cos φq|Ψ−
q,0〉 + e−iπ/4

∑
q 6=0,π

eiqj sinφq|Ψ−
−q,0〉 − e−iπ/4|Ψ−

0 〉 + eiπ/4e−iπj |Ψ−
π,0〉


(6.2.71)

〈Ψ−
q=0|ax

j =
1√
M

−eiπ/4
∑

q 6=0,π

e−iqj sinφq〈Ψ−
−q,0| + e−iπ/4

∑
q 6=0,π

eiqj cos φq〈Ψ−
q,0| + eiπ/4〈Ψ−

0 | + e−iπ/4eiπj〈Ψ−
π,0|


(6.2.72)

〈Ψ−
q=0|ia

y
j =

1√
M

−eiπ/4
∑

q 6=0,π

e−iqj sinφq〈Ψ−
−q,0| − e−iπ/4

∑
q 6=0,π

eiqj cos φq〈Ψ−
q,0| + eiπ/4〈Ψ−

0 | − e−iπ/4eiπj〈Ψ−
π,0|


(6.2.73)

となる。ただし、|Ψ−
q,0〉は ξq 粒子が１つと ξ0 粒子が１つ存在する状態であり、|Ψ−

−q,0〉は ξ−q 粒子が１つと

ξ0 粒子が１つ存在する状態である。また、|Ψ−
0 〉は真空状態である。ここで、(3.2.78)を用いると、

tan 2φ0 = 0 → φ0 = 0 (6.2.74)

tan 2φπ = 0 → φπ = 0 (6.2.75)

となることを用いた。ここで、q 6= 0, πの部分においては 〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉を求めた際と同様に和を q > 0の

部分と q < 0の部分にわけ、q < 0の部分に対して q → −q と変換すると、q > 0の和のみで書くことができ、

ax
j |Ψ−

q=0〉 =
1√
M

{ ∑
q>0,q 6=0,π

(
eiπ/4e−iqj cos φq|Ψ−

q,0〉 + eiπ/4eiqj cos φq|Ψ−
−q,0〉

− e−iπ/4eiqj sinφq|Ψ−
−q,0〉 + e−iπ/4e−iqj sinφq|Ψ−

q,0〉
)

+ e−iπ/4|Ψ−
0 〉 + eiπ/4e−iπj |Ψ−

π,0〉

}
(6.2.76)
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iay
j |Ψ

−
q=0〉 =

1√
M

{ ∑
q>0,q 6=0,π

(
eiπ/4e−iqj cos φq|Ψ−

q,0〉 + eiπ/4eiqj cos φq|Ψ−
−q,0〉

+ e−iπ/4eiqj sinφq|Ψ−
−q,0〉 − e−iπ/4e−iqj sin φq|Ψ−

q,0〉
)

− e−iπ/4|Ψ−
0 〉 + eiπ/4e−iπj |Ψ−

π,0〉

}
(6.2.77)

〈Ψ−
q=0|ax

j =
1√
M

{ ∑
q>0,q 6=0,π

(
−eiπ/4e−iqj sinφq〈Ψ−

−q,0| + eiπ/4eiqj sinφq〈Ψ−
q,0|

+ e−iπ/4eiqj cos φq〈Ψ−
q,0| + e−iπ/4e−iqj cos φq〈Ψ−

−q,0|
)

+ eiπ/4〈Ψ−
0 | + e−iπ/4eiπj〈Ψ−

π,0|

}
(6.2.78)

〈Ψ−
q=0|ia

y
j =

1√
M

{ ∑
q>0,q 6=0,π

(
−eiπ/4e−iqj sinφq〈Ψ−

−q,0| + eiπ/4eiqj sinφq〈Ψ−
q,0|

− e−iπ/4eiqj cos φq〈Ψ−
q,0| − e−iπ/4e−iqj cos φq〈Ψ−

−q,0|
)

+ eiπ/4〈Ψ−
0 | − e−iπ/4eiπj〈Ψ−

π,0|

}
(6.2.79)

となる。

q 6= 0, π の部分においては 〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉を求めた際と同様に計算すると、〈Ψ−
q=0|(ia

y
j )ax

k|Ψ
−
q=0〉は、

〈Ψ−
q=0|(ia

y
j )ax

k|Ψ−
q=0〉 =

1
M

−
∑

q 6=0,π

eiq(j−k)e−i2φq + 1 − eiπ(j−k)


=

1
M

−
∑

q 6=0,π

eiq(j−k)e−i2φq + e−i2φ0 − eiπ(j−k)e−i2φπ


=

1
M

{
−

∑
q

eiq(j−k)e−i2φq + 2e−i2φ0

}
(6.2.80)

となる。ただし、e−i2φ0 = e−i2φπ = 1となることを用いた。また、〈Ψ−
q=0|ax

j ax
k|Ψ

−
q=0〉は、

〈Ψ−
q=0|ax

j ax
k|Ψ−

q=0〉 =
1
M

 ∑
q 6=0,π

eiq(j−k) + 1 + eiπ(j−k)


=

1
M

∑
q

eiq(j−k)

= δj,k (6.2.81)

となり、j 6= k の場合０となる。
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最後に、〈Ψ−
q=0|(ia

y
j )(iay

k)|Ψ−
q=0〉は、

〈Ψ−
q=0|(ia

y
j )(iay

k)|Ψ−
q=0〉 =

1
M

−
∑

q 6=0,π

eiq(j−k) − 1 − eiπ(j−k)


= − 1

M

∑
q

eiq(j−k)

= −δj,k (6.2.82)

となり、j 6= k の場合０となる。

これより、

cj,k ≡ 〈Ψ−
q=0|(ia

y
j )ax

k+1|Ψ−
q=0〉

=
1
M

{
−

∑
q

eiq(j−k)e−i2φqe−iq + 2e−i2φ0

}
(6.2.83)

とおくと 〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉のときと同様に、

〈Ψ−
q=0|σx

mσx
m′ |Ψ−

q=0〉 =
∑

p

cm,pmcm+1,pm+1 · · · cm′−1,pm′−1
(6.2.84)

となる。(6.2.83)の第１項は (6.2.63)を用いて、

cj,k =
1
M

{
±

∑
q

eiq(j−k)C(eiq) + 2e−i2φ0

}
(6.2.85)

となる。M → ∞の極限をとると、和を積分に置き換えることができ、

lim
M→∞

cj,k = ± 1
2π

∫ π

−π

eiq(j−k)C(eiq) (6.2.86)

となる。ここで、cj,k は j、k に独立に依存せず k − j ≡ rに依存するので、

lim
M→∞

cj,k ≡ cr = ± 1
2π

∫ π

−π

e−irqC(eiq) (6.2.87)

となる。この正負は相関関数が正になるように定める必要があり、正をとる必要がある。

よって、

lim
M→∞

〈Ψ−
q=0|σx

mσx
m′ |Ψ−

q=0〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0 c1 · · · cm′−m−1

c−1 c0 · · · cm′−m−2

...
...

. . .
...

cm−m′+1 cm−m′+2 · · · c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (6.2.88)

となり、各成分 cr は、

cr =
1
2π

∫ π

−π

e−irqC(eiq) (6.2.89)

となる。
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したがって、

lim
M→∞

〈Ψ+
0 |σx

mσx
m′ |Ψ+

0 〉 = lim
M→∞

〈Ψ−
q=0|σx

mσx
m′ |Ψ−

q=0〉 (6.2.90)

となることがわかる。これより、〈σn,mσn,m′〉 は、転移温度 Tc 以上でも以下でも同様の表記で表すことが

でき、

〈σn,mσn,m′〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0 c1 · · · cm′−m−1

c−1 c0 · · · cm′−m−2

...
...

. . .
...

cm−m′+1 cm−m′+2 · · · c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (6.2.91)

となり、各成分 cr は、

cr =
1
2π

∫ π

−π

e−irqC(eiq) (6.2.92)

となる。ただし、(m,m′) = (1, 1 + m)、q → θ とすれば、6.1.4節の結果と完全に一致する。
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7 自発磁化

第 6章で求めた相関関数を用いて自発磁化を求める。自発磁化を求める際、無限次元の Toeplitz行列式を

解く必要がある。この性質を表す定理が Szegöの定理である。まず 7.1節では、Szegöの定理を導くために必

要なWiener-Hopf Sum Equationsの性質 [8, ppt.203–215]について議論する。また 7.2節では、Szegöの定

理 [8, ppt.218–244]を導く。最後に 7.3節では、Szegöの定理を用いて自発磁化 [13]を求め温度依存性を議論

する。

7.1 Wiener-Hopf Sum Equations

Wiener-Hopf Sum Equationsは、

∞∑
m=0

cn−mxm = yn (n ≥ 0) (7.1.1)

という方程式で与えられる。ただし、cn−m、yn は既知であり、xm は未知である。また、cn−m は n − mの

みに依存し、n、mに独立には依存しない。ここでは、

∞∑
n=0

|yn| < ∞ (7.1.2)

∞∑
n=−∞

|cn−m| < ∞ (7.1.3)

となる場合を考えることとする。また、興味のある解 xn は、

∞∑
n=0

|xn| < ∞ (7.1.4)

となるものである。ここで、

yn = 0 (n < 0) (7.1.5)

とし、新しく vn を、

vn = 0 (n ≥ 0) (7.1.6)

vn =
∞∑

m=0

cn−mxm (n < 0) (7.1.7)

と定義する。このとき、

−1∑
n=−∞

|vn| =
∞∑

n=−∞

∣∣∣∣∣
∞∑

m=0

cn−mxm

∣∣∣∣∣ <
∞∑

n=−∞
|cn|

∞∑
m=0

|xm| < ∞ (7.1.8)

となる。この vn を用いると、

∞∑
m=0

cn−mxm = yn + vn (−∞ < n < ∞) (7.1.9)
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とすべての nで成立する方程式に拡張することができる。この式に対する xm を決めれば、(7.1.1)を満たす

xm を求めることができる。

このとき、xn、yn、vn、cn をフーリエ係数として、

X(eiθ) =
∞∑

n=0

xneinθ (7.1.10)

Y (eiθ) =
∞∑

n=0

yneinθ (7.1.11)

V (eiθ) =
−1∑

n=−∞
vneinθ (7.1.12)

C(eiθ) =
∞∑

n=−∞
cneinθ (7.1.13)

と定義すると、このいずれも収束する。ここで、一般化して考えるために、

ξ ≡ eiθ |ξ| = 1 (7.1.14)

とおくと、

X(ξ) =
∞∑

n=0

xnξn (7.1.15)

Y (ξ) =
∞∑

n=0

ynξn (7.1.16)

V (ξ) =
−1∑

n=−∞
vnξn (7.1.17)

C(ξ) =
∞∑

n=−∞
cnξn (7.1.18)

となる。ここで、(7.1.9)に ξn をかけ n(−∞ < n < ∞)で和をとると、左辺は、

∞∑
n=−∞

∞∑
m=0

cn−mxmξn =
∞∑

n=−∞

∞∑
m=0

cn−mxmξmξn−m

=
∞∑

m=0

xmξm
∞∑

n=−∞
cn−mξn−m

= X(ξ)C(ξ) (7.1.19)

となり、右辺は、

∞∑
n=−∞

(yn + vn)ξn =
∞∑

n=−∞
ynξn +

∞∑
n=−∞

vnξn

=
∞∑

n=0

ynξn +
−1∑

n=−∞
vnξn

= Y (ξ) + V (ξ) (7.1.20)
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となるので、(7.1.9)は、

X(ξ)C(ξ) = Y (ξ) + V (ξ) (7.1.21)

となる。

次に、+関数、−関数を導入する。

• +関数：|ξ| < 1で正則、|ξ| ≤ 1で連続

+関数 A(ξ)は、

A(ξ) =
∞∑

n=0

anξn (7.1.22)

で定義される。ただし、

∞∑
n=0

an < ∞ (7.1.23)

である。

• −関数：|ξ| > 1で正則、|ξ| ≥ 1で連続

−関数 A(ξ)は、

A(ξ) =
−1∑

n=−∞
anξn (7.1.24)

で定義される。ただし、

−1∑
n=−∞

an < ∞ (7.1.25)

である。

ここでは、a0(定数)項を +関数に入れて定義した。そのため、−関数には a0(定数)項は存在していない。

これより、X(ξ)、Y (ξ)は +関数、V (ξ)は −関数である。また、|ξ| = 1のとき、

A(ξ) =
∞∑

n=−∞
anξn

∞∑
n=−∞

|an| < ∞ (7.1.26)

と展開される場合、[A(ξ)]+ を A(ξ)の +関数の部分、[A(ξ)]− を A(ξ)の −関数の部分とすると、

[A(ξ)]+ =
∞∑

n=0

anξn (|ξ| ≤ 1) (7.1.27)

[A(ξ)]− =
−1∑

n=−∞
anξn (|ξ| ≥ 1) (7.1.28)

となる。これより、|ξ| = 1のとき、

A(ξ) =
∞∑

n=0

anξn +
−1∑

n=−∞
anξn

= [A(ξ)]+ + [A(ξ)]− (7.1.29)
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となる。次に、

f(ξ′)+ ≡ [F (ξ′)]+
ξ′ − ξ

(7.1.30)

および、

f(ξ′)− ≡ [F (ξ′)]−
ξ′ − ξ

(7.1.31)

という複素関数について考える。

1. f(ξ′)+ について

[F (ξ′)]+ は |ξ′| < 1で正則であるから、|ξ′| = 1の単位円の内側で正則である。つまり、図 169の斜線

部分で正則である。

図 169 f(ξ′)+ の積分経路

（a）|ξ| > 1のとき

ξ は単位円 |ξ′| = 1の外側であるため、単位円 |ξ′| = 1を１周する閉じた経路に対して f(ξ′)+ は

極を持たない。すなわち、コーシーの積分定理により、

0 =
1

2πi

∮
|ξ′|=1

dξ′
[F (ξ′)]+
ξ′ − ξ

(7.1.32)

となる。

（b）|ξ| < 1のとき

ξ は単位円 |ξ′| = 1の内側であるため、単位円 |ξ′| = 1を１周する閉じた経路に対して f(ξ′)+ は

ξ′ = ξ において１位の極を持つ。すなわち、コーシーの積分公式により、

[F (ξ)]+ =
1

2πi

∮
|ξ′|=1

dξ′
[F (ξ′)]+
ξ′ − ξ

(7.1.33)

となる。

2. f(ξ′)− について

[F (ξ′)]− は |ξ′| > 1 で正則であるから、|ξ′| = 1 の単位円の外側で正則である。つまり、図 170 の斜

線部分で正則である。ここで、単位円 |ξ′| = 1を１周する閉じた経路を c、その外側を１周する閉じた
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図 170 f(ξ′)+ の積分経路 c、c′ 図 171 積分経路 c′′

経路を c′ とする。このとき、経路 c、c′ に囲まれた領域を１周する経路を c′′ とする。f(ξ′)− を経路

c′′(図 171)で積分すると、

1
2πi

∮
c′′

dξ′
[F (ξ′)]−
ξ′ − ξ

=
1

2πi

∮
c′

dξ′
[F (ξ′)]−
ξ′ − ξ

− 1
2πi

∮
c

dξ′
[F (ξ′)]−
ξ′ − ξ

(7.1.34)

となる。ここで、c′ を無限大の円にとると、

1
2πi

∮
c′

dξ′
[F (ξ′)]−
ξ′ − ξ

→ 0 (7.1.35)

となるため、

1
2πi

∮
c′′

dξ′
[F (ξ′)]−
ξ′ − ξ

= − 1
2πi

∮
c

dξ′
[F (ξ′)]−
ξ′ − ξ

(7.1.36)

となる。

（a）|ξ| > 1のとき

ξ は単位円 |ξ′| = 1の外側であるため、ξ は経路 c′′ の内部に含まれ f(ξ′)− は ξ′ = ξ で極を持つ。

すなわち、コーシーの積分公式により、

[F (ξ)]− =
1

2πi

∮
c′′

dξ′
[F (ξ′)]−
ξ′ − ξ

= − 1
2πi

∮
|ξ′|=1

dξ′
[F (ξ′)]−
ξ′ − ξ

(7.1.37)

となる。

（b）|ξ| < 1のとき

ξ は単位円 |ξ′| = 1の内側であるため、ξ は経路 c′′ の外部であり f(ξ′)− は極を持たない。すなわ

ち、コーシーの積分定理により、

0 =
1

2πi

∮
|ξ′|=1

dξ′
[F (ξ′)]−
ξ′ − ξ

(7.1.38)

となる。

まず、|ξ| > 1のとき、(7.1.32)と (7.1.37)を足すことにより、

[F (ξ)]− = − 1
2πi

∮
|ξ′|=1

dξ′
F (ξ′)
ξ′ − ξ

(7.1.39)
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となる。また、|ξ| < 1のとき、(7.1.33)と (7.1.38)を足すことにより、

[F (ξ)]+ =
1

2πi

∮
|ξ′|=1

dξ′
F (ξ′)
ξ′ − ξ

(7.1.40)

となる。

次に、C(ξ)を、

C(ξ) = P (ξ)−1Q(ξ−1)−1 (7.1.41)

とおくこととする。ただし、P (ξ)、Q(ξ)はともに +関数であり、

P (ξ) =
∞∑

n=0

pnξn
∞∑

n=0

|pn| < ∞ (7.1.42)

Q(ξ) =
∞∑

n=0

qnξn
∞∑

n=0

|qn| < ∞ (7.1.43)

と展開できる。これより、

Q(ξ−1) =
∞∑

n=0

qnξ−n =
−1∑

n=−∞
q−nξn + q0 (7.1.44)

となり、Q(ξ−1)は −関数と q0(定数)の和となる。よって、 (7.1.41)は C(ξ)を +関数と −関数の積に展開
した形となっている。ただし、

Q(0) = q0 (7.1.45)

となる。ここで、G+(ξ)、G−(ξ)を、

P (ξ) ≡ eG+(ξ) (7.1.46)

Q(ξ−1) ≡ eG−(ξ) (7.1.47)

とおく。(7.1.46)の左辺が +関数であることより G+(ξ)は +関数であることは明らかである。G−(ξ)が −
関数であるとすると、(7.1.47)において −関数が ξ → ∞の極限で０となる性質を用いると、

q0 = e0 = 1 (7.1.48)

となる。このように q0 をおけば G−(ξ)は −関数であることが分かる。ここで、

〈Wiener-Lévyの定理 〉 : C(ξ)が単位円 |ξ| = 1上で０でなければ lnC(eiθ)は 0 < θ < 2π で連続とな

る。このとき、

lnC(e2πi) = lnC(e0i) (7.1.49)

とカットがなければ、lnC(ξ)はローラン級数に展開できる。

が成立する。すなわち、

lnC(ξ) =
∞∑

n=−∞
gnξn (|ξ| = 1) (7.1.50)
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と展開することができる。[lnC(ξ)]+ を lnC(ξ)の +関数の部分、[lnC(ξ)]− を ln C(ξ)の −関数の部分とす
ると、

[lnC(ξ)]+ =
∞∑

n=0

gnξn (|ξ| ≤ 1) (7.1.51)

[lnC(ξ)]− =
−1∑

n=−∞
gnξn (|ξ| ≥ 1) (7.1.52)

となる。これより、|ξ| = 1のとき、

lnC(ξ) = [ln C(ξ)]+ + [lnC(ξ)]− (7.1.53)

となる。ここで、(7.1.41)より、

lnC(ξ) = ln P (ξ)−1Q(ξ−1)−1

= − ln P (ξ) − lnQ(ξ−1) (7.1.54)

となるから、

lnP (ξ) = G+(ξ) = −[lnC(ξ)]+ (7.1.55)

lnQ(ξ−1) = G−(ξ) = −[lnC(ξ)]− (7.1.56)

となる。また、(7.1.39)、(7.1.40)を用いると、

G+(ξ) = − 1
2πi

∮
|ξ′|=1

dξ′
lnC(ξ′)
ξ′ − ξ

|ξ| < 1 (7.1.57)

G−(ξ) =
1

2πi

∮
|ξ′|=1

dξ′
lnC(ξ′)
ξ′ − ξ

|ξ| > 1 (7.1.58)

となる。

次に、

C(ξ) = e−G+(ξ)e−G−(ξ) (|ξ| = 1) (7.1.59)

であるから、(7.1.21)に代入すると、

e−G+(ξ)X(ξ) = eG−(ξ)Y (ξ) + eG−(ξ)V (ξ) (7.1.60)

となる。e−G+(ξ)X(ξ) は e−G+(ξ)、X(ξ) がともに + 関数であるから + 関数である。また、eG−(ξ)V (ξ) は

eG−(ξ)、V (ξ)が −関数であるから −関数である。最後に、eG−(ξ)Y (ξ)は eG−(ξ) が −関数、Y (ξ)が +関

数であるから +関数でも −関数でもない。よって、eG−(ξ)Y (ξ)は +関数、−関数にわけ、

eG−(ξ)Y (ξ) = [eG−(ξ)Y (ξ)]+ + [eG−(ξ)Y (ξ)]− (7.1.61)

とする。これより、(7.1.60)は、

e−G+(ξ)X(ξ) − [eG−(ξ)Y (ξ)]+ = eG−(ξ)V (ξ) + [eG−(ξ)Y (ξ)]− (7.1.62)

となる。この左辺は +関数、右辺は −関数である。ここで、

e−G+(ξ)X(ξ) − [eG−(ξ)Y (ξ)]+ = E(ξ) (|ξ| ≤ 1) (7.1.63)

eG−(ξ)V (ξ) + [eG−(ξ)Y (ξ)]− = E(ξ) (|ξ| ≥ 1) (7.1.64)

196



とおく。(7.1.63) より E(ξ) は |ξ| < 1 で正則である必要があり、E(ξ) は + 関数である必要がある。この

ため、

E(ξ) =
∞∑

n=0

enξn ,
∞∑

n=0

|en| < ∞ (7.1.65)

と展開することができる。これを (7.1.64)に代入し成立するためには、E(ξ)は |ξ| > 1で正則である必要が

あり、E(ξ)は −関数である必要がある。ここで、−関数では n = 0の定数項がないため、すべての nにお

いて、

en = 0 (7.1.66)

となっている必要がある。よって、すべての ξ に対して、

E(ξ) = 0 (7.1.67)

となっている必要があるため、

e−G+(ξ)X(ξ) − [eG−(ξ)Y (ξ)]+ = 0 (|ξ| ≤ 1) (7.1.68)

eG−(ξ)V (ξ) + [eG−(ξ)Y (ξ)]− = 0 (|ξ| ≥ 1) (7.1.69)

となる。したがって、X(ξ)は、

X(ξ) = eG+(ξ)[eG−(ξ)Y (ξ)]+ (|ξ| ≤ 1) (7.1.70)

となる。

ここで、 ∮
|ξ|=1

ξ−n−1ξmdξ =
∮
|ξ|=1

1
ξn−m+1

dξ (7.1.71)

という積分について考える。

• n − m + 1 > 1 (n > m)のとき

ξ = 0で n − m + 1位の極を持つ。ξ = 0での留数は、

Res[0] =
1

(n − m)!
lim
ξ→0

dn−m

dξn−m
ξn−m+1 1

ξn−m+1
= 0 (7.1.72)

となるので、 ∮
|ξ|=1

1
ξn−m+1

dξ = 0 (7.1.73)

となる。

• n − m + 1 = 1 (n = m)のとき

ξ = 0で１位の極を持つ。ξ = 0での留数は、

Res[0] = lim
ξ→0

ξ
1
ξ

= 1 (7.1.74)

となるので、 ∮
|ξ|=1

1
ξn−m+1

dξ = 2πi (7.1.75)

となる。
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• n − m + 1 < 1 (n < m)のとき

極はないので、 ∮
|ξ|=1

1
ξn−m+1

dξ = 0 (7.1.76)

となる。

これより、 ∮
|ξ|=1

1
ξn−m+1

dξ = 2πiδn,m (7.1.77)

となる。

よって、

1
2πi

∮
|ξ|=1

dξξ−n−1X(ξ) =
1

2πi

∮
|ξ|=1

dξξ−n−1
∞∑

m=0

xmξm

=
1

2πi

∞∑
m=0

xm

∮
|ξ|=1

1
ξn−m+1

dξ

=
∞∑

m=0

xmδn,m

= xn (n ≥ 0) (7.1.78)

となるので、

xn =
1

2πi

∮
|ξ|=1

dξξ−n−1eG+(ξ)[eG−(ξ)Y (ξ)]+ (|ξ| ≤ 1) (7.1.79)

となる。これが、Wiener-Hopf Sum Equationsの解である。

7.2 Szegöの定理

DN を N × N の Toeplitz行列式とする。すなわち、

DN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 c−1 c−2 · · · c−N+1

c1 c0 c−1 · · · c−N+2

c2 c1 c0 · · · c−N+3

...
...

...
. . .

...
cN−1 cN−2 cN−3 · · · c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(7.2.1)

である。ただし、cn は、

cn =
1
2π

∫ π

−π

dθe−inθC(eiθ) (7.2.2)

である。ここで、もう１つ N × N の Toeplitz行列式 DN を導入する。すなわち、

DN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c̄0 c̄−1 c̄−2 · · · c̄−N+1

c̄1 c̄0 c̄−1 · · · c̄−N+2

c̄2 c̄1 c̄0 · · · c̄−N+3

...
...

...
. . .

...
c̄N−1 c̄N−2 c̄N−3 · · · c̄0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(7.2.3)
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である。ただし、cn は、(7.2.2)と同様に定義すると、

c̄n =
1
2π

∫ π

−π

dθe−inθC(eiθ) (7.2.4)

である。このとき、C は、 ∫ π

−π

dθ lnC(eiθ) =
∫ π

−π

dθ lnC(eiθ) (7.2.5)

を満たすこととする。このとき、DN/DN の N が大きいところでの振る舞いを調べる。

まず、(7.2.5)を満たすように C(eiθ)を、

C(eiθ) = C(eiθ)(1 − αe−iθ) |α| < 1 (7.2.6)

とおく。z = αe−iθ とおくことにより、∫ π

−π

dθ ln(1 − αe−iθ) = i

∮
|z|=|α|

ln(1 − z)
z

= 0 (7.2.7)

となるため、 ∫ π

−π

dθ ln C(eiθ) =
∫ π

−π

dθ lnC(eiθ) +
∫ π

−π

dθ ln(1 − αe−iθ)

=
∫ π

−π

dθ lnC(eiθ) (7.2.8)

となり、(7.2.5)を満たしている。

このとき、

c̄n =
1
2π

∫ π

−π

dθe−inθC(eiθ)(1 − αe−iθ)

=
1
2π

∫ π

−π

dθe−inθC(eiθ) − α

2π

∫ π

−π

dθe−i(n+1)θC(eiθ)

= cn − αcn+1 (7.2.9)

となるから、

DN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c0 − αc1 c−1 − αc0 c−2 − αc−1 · · · c−N+1 − αc−N+2

c1 − αc2 c0 − αc1 c−1 − αc0 · · · c−N+2 − αc−N+3

c2 − αc3 c1 − αc2 c0 − αc1 · · · c−N+3 − αc−N+4

...
...

...
. . .

...
cN−1 − αcN cN−2 − αcN−1 cN−3 − αcN−2 · · · c0 − αc1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(7.2.10)

となる。ここで、

DN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 0 · · · 0
c1 c0 − αc1 c−1 − αc0 c−2 − αc−1 · · · c−N+1 − αc−N+2

c2 c1 − αc2 c0 − αc1 c−1 − αc0 · · · c−N+2 − αc−N+3

c3 c2 − αc3 c1 − αc2 c0 − αc1 · · · c−N+3 − αc−N+4

...
...

...
...

. . .
...

cN cN−1 − αcN cN−2 − αcN−1 cN−3 − αcN−2 · · · c0 − αc1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(7.2.11)
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と N + 1 × N + 1行列にしても値は変わらない。ある列に他の列の何倍かを加えても、行列の値は変わらな

いので、

DN =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α α2 α3 · · · αN

c1 c0 c−1 c−2 · · · c−N+1

c2 c1 c0 c−1 · · · c−N+2

c3 c2 c1 c0 · · · c−N+3

...
...

...
. . .

...
cn cN−1 cN−2 cN−3 · · · c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≡ detDN (7.2.12)

と変形できる。ここで、x̄
(N)
j を成分とする N + 1次元の縦べクトル x̄が、

DN x̄ =


1
0
0
...
0

 (7.2.13)

を満たすとする。このとき、各行に対して、

N∑
m=0

αmx̄(N)
m = 1 (7.2.14)

N∑
m=0

cn−mx̄(N)
m = 0 (1 ≤ n ≤ N) (7.2.15)

が成立している必要がある。ここで、クラーメルの公式より、x̄
(N)
0 は、

x̄
(N)
0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α α2 α3 · · · αN

0 c0 c−1 c−2 · · · c−N+1

0 c1 c0 c−1 · · · c−N+2

0 c2 c1 c0 · · · c−N+3

...
...

...
. . .

...
0 cN−1 cN−2 cN−3 · · · c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 α α2 α3 · · · αN

c1 c0 c−1 c−2 · · · c−N+1

c2 c1 c0 c−1 · · · c−N+2

c3 c2 c1 c0 · · · c−N+3

...
...

...
. . .

...
cn cN−1 cN−2 cN−3 · · · c0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
DN

DN

(7.2.16)

となる。

N → ∞の極限においても、同様の関係が成立すると考えられるので、

x̄
(∞)
0 = lim

N→∞

DN

DN

(7.2.17)
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となる。また、x̄
(∞)
j は、

∞∑
m=0

αmx̄(∞)
m = 1 (7.2.18)

∞∑
m=0

cn−mx̄(∞)
m = 0 (1 ≤ n) (7.2.19)

を満たす。ここで、n = 0のとき、

∞∑
m=0

c−mx̄(∞)
m ≡ y0 (7.2.20)

と定義する。すると、この式と (7.2.19)により、

∞∑
m=0

cn−mx̄(∞)
m = y0δn,0 (0 ≤ n) (7.2.21)

となり、これはWiener-Hoph sum equationである。よって、この x̄
(∞)
m は 7.1節の議論を用いて決めること

ができる。

まず、Y (ξ)は、

Y (ξ) =
∞∑

n=0

ξny0δn,0 = y0 (7.2.22)

となるため、X
(∞)

(ξ)は、

X
(∞)

(ξ) = P (ξ)[Q(ξ−1)y0]+ = y0P (ξ)[Q(ξ−1)]+ (7.2.23)

となる。ここで、Q(ξ−1)は −関数足す q0(定数)であるから、Q(ξ−1)の +関数の部分は定数項のみであり、

[Q(ξ−1)]+ = Q(0) = q0 = 1 (7.2.24)

となる。よって、

X
(∞)

(ξ) = y0P (ξ) (7.2.25)

となる。ここで、

X
(∞)

(ξ) =
∞∑

n=0

x̄(∞)
n ξn (7.2.26)

であるから、ξ = αとすると、(7.2.18)より、

X
(∞)

(α) =
∞∑

n=0

x̄(∞)
n αn = 1 (7.2.27)

となる。つまり、

X
(∞)

(α) = y0P (α) = 1 (7.2.28)
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となる。この関係により y0 が決まり、

y0 =
1

P (α)
(7.2.29)

となる。よって、

X
(∞)

(ξ) =
P (ξ)
P (α)

(7.2.30)

となる。これより、x̄
(∞)
0 は、

x̄
(∞)
0 =

1
2πi

∮
|ξ|=1

dξξ−1X
(∞)

(ξ)

=
1

2πi

1
P (α)

∮
|ξ|=1

P (ξ)
ξ

dξ

=
P (0)
P (α)

(7.2.31)

となる。よって、

lim
N→∞

DN

DN

=
P (0)
P (α)

(7.2.32)

となる。

次に、lnC(ξ)、ln C(ξ)は、|ξ| = 1のとき、

ln C(ξ) =
∞∑

n=−∞
gnξn =

∞∑
n=−∞

gneinθ (7.2.33)

ln C(ξ) =
∞∑

n=−∞
ḡnξn =

∞∑
n=−∞

ḡneinθ (7.2.34)

と展開することができる。このとき、gn は、

1
2π

∫ π

−π

dθe−inθ lnC(eiθ) =
1
2π

∫ π

−π

dθe−inθ
∞∑

m=−∞
gmeimθ

=
∞∑

m=−∞
gm

1
2π

∫ π

−π

e−i(n−m)θdθ

=
∞∑

m=−∞
gmδn,m

= gn (7.2.35)

となる。また、同様に、ḡn は、

ḡn =
1
2π

∫ π

−π

dθe−inθ lnC(eiθ) (7.2.36)

となる。これより、

ḡn =
1
2π

∫ π

−π

dθe−inθ lnC(eiθ)(1 − αe−iθ)

=
1
2π

∫ π

−π

dθe−inθ lnC(eiθ) +
1
2π

∫ π

−π

dθe−inθ ln(1 − αe−iθ)

≡ gn + I (7.2.37)
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となる。

積分 I で、αe−iθ = z とおくと、

I = − 1
2πi

1
αn

∮
|z|=|α|

zn−1 ln(1 − z)dz (7.2.38)

となる。積分 I は以下のように分類される。

• n ≥ 1のとき

積分経路の内部に極が存在しないため、コーシーの定理により、

I = 0 (7.2.39)

となる。

• n = 0のとき

z = 0で１位の極を持つので、

I = − 1
2πi

1
αn

∮
|z|=|α|

ln(1 − z)
z

dz

= 0 (7.2.40)

となる。

• n ≤ −1のとき

z = 0で 1 − n位の極を持つので、

I = − 1
2πi

1
αn

∮
|z|=|α|

ln(1 − z)
z1−n

dz (7.2.41)

となる。ここで、留数は、

Res[0] =
1

(−n)!
lim
z→0

d−n

dz−n
z1−n ln(1 − z)

z1−n

=
(−n − 1)!

(−n)!
= − 1

n
(7.2.42)

となるので、

I = − 1
2πi

α−n2πi

(
− 1

n

)
=

α−n

n
(7.2.43)

となる。

よって、まとめると、

ḡn =

{
gn (n ≥ 0)
gn + α−n

n (n < 0)
(7.2.44)

となる。
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次に、

P (0)
P (ξ)

=
eG+(0)

eG+(ξ)
= exp[G+(0) − G+(ξ)] (7.2.45)

であり、

G+(ξ) = −[lnC(ξ)]+ (7.2.46)

であるから、

P (0)
P (ξ)

= exp {[lnC(ξ)]+ − [lnC(0)]+} (7.2.47)

となる。ここで、

[lnC(ξ)]+ =
∞∑

n=0

gnξn (7.2.48)

[lnC(0)]+ = g0 (7.2.49)

となるので、

P (0)
P (ξ)

= exp

[ ∞∑
n=0

gnξn − g0

]
= exp

[ ∞∑
n=1

gnξn

]
(7.2.50)

となる。したがって、

lim
N→∞

DN

DN

=
P (0)
P (α)

= exp

[ ∞∑
n=1

gnαn

]
(7.2.51)

となる。(7.2.44)において、n → −nとすると、

ḡ−n =

{
g−n (n ≤ 0)
g−n − αn

n (n > 0)
(7.2.52)

となるから、

αn = n(g−n − ḡ−n) (n > 0) (7.2.53)

となる。よって、

∞∑
n=1

gnαn =
∞∑

n=1

gnn(g−n − ḡ−n)

=
∞∑

n=1

n(gng−n − gnḡ−n)

=
∞∑

n=1

n(gng−n − ḡnḡ−n) (7.2.54)

となるので、

lim
N→∞

DN

DN

= exp

[ ∞∑
n=1

n(gng−n − ḡnḡ−n)

]
(7.2.55)
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となる。

ここで、C(eiθ)は (7.2.5)を満たすように任意に決めることができるのだから、

C(eiθ) ≡ µ (定数) (7.2.56)

とおく。すると、µは、

µ = exp
[

1
2π

∫ π

−π

dθ lnC(eiθ)
]

(7.2.57)

となる。このとき、

c̄n =
1
2π

µ

∫ π

−π

dθe−inθ

=
1

2πi
µ

∮
|ξ|=1

dξ
1

ξn+1
(7.2.58)

となる。c̄n は以下のように分類される。

• n = 0のとき

ξ = 0で１位の極を持つから、

c̄0 = µ (7.2.59)

となる。

• n ≥ 1のとき

ξ = 0で２位以上の極を持つから、

Res[0] =
1
n!

lim
ξ→0

dn

dξn
ξn+1 1

ξn+1
= 0 (7.2.60)

となり、

c̄n = 0 (7.2.61)

となる。

• n ≤ −1のとき

積分経路の内部に極は存在しないので、

c̄n = 0 (7.2.62)

となる。

よって、

c̄n = µδn,0 (7.2.63)

となる。よって、DN は対角成分のみ µという値を持つので、

DN = µN (7.2.64)

205



となる。また、

ḡn =
1
2π

lnµ

∫ π

−π

dθe−inθ

= ln µδn,0 (7.2.65)

となる。したがって、n > 0では、ḡn = 0となり、

lim
N→∞

DN

DN

= lim
N→∞

DN

µN
= exp

[ ∞∑
n=1

ngng−n

]
(7.2.66)

となる。ただし、

µ = exp
[

1
2π

∫ π

−π

dθ lnC(eiθ)
]

(7.2.67)

gn =
1
2π

∫ π

−π

dθe−inθ lnC(eiθ) (7.2.68)

である。これより、Toeplitz行列式の値を評価できる。これが Szegöの定理である。

7.3 自発磁化の表記および温度依存性

自発磁化M は 〈σi〉で与えられるため、相関関数を用いて、

M2 = lim
m→∞

〈σ1,1σ1,1+m〉 = lim
m→∞

Dm (7.3.1)

となる。Dm はm次の Toeplitz行列式を表す。これより、無限次元の Toeplitz行列式を評価する必要がある

が、これは 7.2節で導いた Szegöの定理により与えられる。Szegöの定理を用いて、Tc 以下、以上の場合の自

発磁化をそれぞれ評価する。

• T < Tc のとき (0 ≤ α1 ≤ 1, α2 < 1)

まず、µを求める。C(eiθ)の値を実際に代入し計算すると、

ln µ =
1
2π

∫ π

−π

lnC(eiθ)dθ

=
1
2π

∫ π

−π

dθ ln
(1 − α1e

iθ)(1 − α2e
−iθ)√

(1 − α1eiθ)(1 − α1e−iθ)(1 − α2eiθ)(1 − α2e−iθ)

=
1
2π

∫ π

−π

dθ

[
1
2

ln
(
1 − α1e

iθ
)

+
1
2

ln
(
1 − α2e

−iθ
)
− 1

2
ln

(
1 − α1e

−iθ
)
− 1

2
ln

(
1 − α2e

iθ
)]

=
1
2π

∫ π

−π

dθ

[
1
2

ln
(
1 − α1e

iθ
)

+
1
2

ln
(
1 − α2e

−iθ
)
− 1

2
ln

(
1 − α1e

iθ
)
− 1

2
ln

(
1 − α2e

−iθ
)]

= 0

(7.3.2)

となる。ただし、最後の変形では第３項、第４項で θ → −θ と変換した。これより、µは、

µ = 1 (7.3.3)

となる。また、この計算により g0 も求まり、

g0 =
1
2π

∫ π

−π

lnC(eiθ)dθ = 0 (7.3.4)
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となる。次に gn を求める。(7.2.68)を逆変換すると、

lnC(eiθ) =
∞∑

n=−∞
gneinθ =

∞∑
n=1

(
gneinθ + g−ne−inθ

)
(7.3.5)

となる。ただし、g0 = 0となることを用いた。これより、

1
2

ln
(
1 − α1e

iθ
)

+
1
2

ln
(
1 − α2e

−iθ
)
− 1

2
ln

(
1 − α1e

−iθ
)
− 1

2
ln

(
1 − α2e

iθ
)

=
∞∑

n=1

(
gneinθ + g−ne−inθ

)
(7.3.6)

となる。ここで、0 ≤ α1 ≤ 1, α2 < 1のとき、j = 1, 2のとき、

ln
(
1 − αje

iθ
)

= −
∞∑

n=1

1
n

(
αje

iθ
)n

(7.3.7)

ln
(
1 − αje

−iθ
)

= −
∞∑

n=1

1
n

(
αje

−iθ
)n

(7.3.8)

となることを用いると、

−1
2

∞∑
n=1

1
n

(
α1e

iθ
)n − 1

2

∞∑
n=1

1
n

(
α2e

−iθ
)n

+
1
2

∞∑
n=1

1
n

(
α1e

−iθ
)n

+
1
2

∞∑
n=1

1
n

(
α2e

−iθ
)n

=
∞∑

n=1

(
gneinθ + g−ne−inθ

)
∞∑

n=1

[
1
2n

(αn
2 − αn

1 ) einθ − 1
2n

(αn
2 − αn

1 ) e−inθ

]
=

∞∑
n=1

(
gneinθ + g−ne−inθ

)
(7.3.9)

となるため、

gn =
1
2n

(αn
2 − αn

1 ) = −g−n (7.3.10)

となる。よって、

∞∑
n=1

ngng−n = −
∞∑

n=1

n
1

4n2
(αn

2 − αn
1 )2

= −1
4

[ ∞∑
n=1

1
n

α2n
2 +

∞∑
n=1

1
n

α2n
1 − 2

∞∑
n=1

1
n

αn
1αn

2

]

=
1
4

ln
(
1 − α2

2

)
+

1
4

ln
(
1 − α2

1

)
− 1

2
ln (1 − α1α2)

= ln

[(
1 − α2

1

) (
1 − α2

2

)
(1 − α1α2)

2

] 1
4

(7.3.11)

となる。したがって、

lim
m→∞

Dm =

[(
1 − α2

1

) (
1 − α2

2

)
(1 − α1α2)

2

] 1
4

(7.3.12)

=

[
1 − (α1 − α2)

2

(1 − α1α2)
2

] 1
4

(7.3.13)
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となる。ここで、

1 − α1α2 = 1 − (1 − z1)2

(1 + z1)2
=

4z1

(1 + z1)2
(7.3.14)

α1 − α2 =
1 − z1 − z2

2 + z1z
2
2

z2(1 + z1)
(7.3.15)

となるから、

(α1 − α2)
2

(1 − α1α2)
2 =

(1 − z1 − z2
2 + z1z

2
2)2

z2
2(1 + z1)2

· (1 + z1)4

16z2
1

=
(1 − z2

1)2(1 − z2
2)2

16z2
1z2

2

(7.3.16)

となる。よって、

lim
m→∞

Dm =
[
1 − (1 − z2

1)2(1 − z2
2)2

16z2
1z2

2

] 1
4

(7.3.17)

となる。

これより、自発磁化M は、

M2 =
[
1 − (1 − z2

1)2(1 − z2
2)2

16z2
1z2

2

] 1
4

(7.3.18)

となり、

|M | =
[
1 − (1 − z2

1)2(1 − z2
2)2

16z2
1z2

2

] 1
8

(7.3.19)

=
[
1 − (1 − tanh2 K1)2(1 − tanh2 K2)2

16 tanh2 K1 tanh2 K2

] 1
8

(7.3.20)

=
[
1 − 1

sinh2 2K1 sinh2 2K2

] 1
8

(7.3.21)

となる。

• T > Tc のとき (0 ≤ α1 ≤ 1, α2 > 1)

µに関しては T < Tc の場合と同様であるから、µ = 1であり、g0 = 0も成立する。gn について考え

る。まず、

ln C(eiθ) = ln
(1 − α1e

iθ)(1 − α2e
−iθ)√

(1 − α1eiθ)(1 − α1e−iθ)(1 − α2eiθ)(1 − α2e−iθ)

= ln
(1 − α1e

iθ)(1/α2e
iθ − 1)e−iθ√

(1 − α1eiθ)(1 − α1e−iθ)(1/α2e−iθ − 1)(1/α2eiθ − 1)

=
1
2

ln(1 − α1e
iθ) +

1
2

ln(1 − 1/α2e
iθ) − 1

2
ln(1 − α1e

−iθ) − 1
2

ln(1 − 1/α2e
−iθ) − iθ

= −1
2

∞∑
n=1

1
n

(
α1e

iθ
)n − 1

2

∞∑
n=1

1
n

(
1/α2e

iθ
)n

+
1
2

∞∑
n=1

1
n

(
α1e

−iθ
)n

+
1
2

∞∑
n=1

1
n

(
1/α2e

−iθ
)n − iθ

(7.3.22)
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となる。ここで、付録 Jより、

−iθ =
∞∑

n=1

(−1)n

n

(
einθ − e−inθ

)
(7.3.23)

という関係が成立する。これより、

lnC(eiθ) =
∞∑

n=1

[
1
2n

{−αn
1 − (1/α2)n + 2(−1)n}einθ +

1
2n

{αn
1 + (1/α2)n − 2(−1)n}e−inθ

]
(7.3.24)

となるから、

gn =
1
2n

{−αn
1 − (1/α2)n + 2(−1)n} = −gn (7.3.25)

となる。よって、

∞∑
n=1

ngng−n = −
∞∑

n=1

1
4n

{−αn
1 − (1/α2)n + 2(−1)n}2

=
∞∑

n=1

[
− 1

n
+

(−1)n

n
{αn

1 − (1/α2)n} − 1
4n

{αn
1 + (1/α2)n}2

]
(7.3.26)

となる。ここで、

∞∑
n=1

1
n

= ∞ (7.3.27)

となるため、

∞∑
n=1

ngng−n = −∞ (7.3.28)

となる。したがって、自発磁化は、

M2 = lim
m→∞

Dm = e−∞ = 0 (7.3.29)

となる。

したがって、自発磁化の温度依存性は以下のようになる。

・T < Tc のとき

|M | =
[
1 − 1

sinh2 2K1 sinh2 2K2

] 1
8

(7.3.30)

・T > Tc のとき

M = 0 (7.3.31)

Tc 以下において Tc 近傍の振る舞いについて考える。(5.4.82)を用いると、

1
sinh2 2K1 sinh2 2K2

∼= 1 − 2βc

(
1 − T

Tc

)
(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2) (7.3.32)
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となるので、

|M | ∼=
[
2βc

(
1 − T

Tc

)
(J1 coth βcJ1 + J2 coth βcJ2)

] 1
8

(7.3.33)

∝
(

1 − T

Tc

) 1
8

(7.3.34)

となる。ここで、臨界指数 β は自発磁化M に対して、

M ∝
∣∣∣∣1 − Tc

T

∣∣∣∣β (7.3.35)

で定義される。これより、２次元 Isingモデルの臨界指数 β は、

β =
1
8

(7.3.36)

となる。

実際に自発磁化を数値的に評価したものが図 172となる。

0 1 2 3
0

1

! " #
!"

!$%&

!$

図 172 自発磁化の温度依存性
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このように自発磁化は転移温度以下では有限の値を持ち、転移温度以上では０である。また、絶対０度では

１の値をとる。絶対０度においてスピンがある１方向に完全にそろっていて、温度の上昇とともに徐々に逆向

きのスピンが増していく。そして、転移温度となったところでスピンは上下方向に完全にランダムな方向を向

く。つまり、転移温度で秩序 −無秩序転移が起こっていることが分かる。
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8 まとめと今後の展望

本論文では、強磁性体のモデルである２次元 Isingモデルの無限系について Helmholtzの自由エネルギー、

内部エネルギー、比熱、相関関数、自発磁化の表式を求めた。その際、

1. 第２量子化を用いる方法

2. dimer統計を用いる方法

の２通りの方法で行ったがどちらも全く同じ結果を示した。この２つの方法は全く異なった方法であり、同じ

結果が導かれるのは非常に興味深い。

導出された結果より、内部エネルギーに発散は生じず、比熱に発散が生じたため２次元 Isingモデルの相転

移は２次相転移であることが確認できた。また、横方向と縦方向で相互作用の強さが異なる場合、相互作用の

比をある程度小さく (10−2 程度)しても転移温度は有限の値を持ち、絶対０度 (１次元 Isingモデル)に近づき

にくいことが確認された。これは相互作用が強い方向に１次元 Isingモデルの性質が現れ、全体として大きな

スピンの２次元 Isingモデルの性質が生じるためであると考えられる。

また、比熱、自発磁化の表式より転移点近傍の温度依存性を示し、臨界指数を求めると、

α = 0 (log) (8.1)

β =
1
8

(8.2)

となる。この臨界指数は横方向および縦方向の相互作用の強さには依存せず異方的な場合も常に一定の値をと

る。これは、ユニバーサリティを反映していると考えることができる。この結果から、ハイパー・スケーリン

グ [4, pp.59–60]、

α = 2 − dν (8.3)

β =
ν(d − 2 + η)

2
(8.4)

γ = ν(2 − η) (8.5)

δ =
d + 2 − η

d − 2 + η
(8.6)

を用いて他の臨界指数 γ、δ、ν、η を求めると、

γ =
7
4

(8.7)

δ = 15 (8.8)

ν = 1 (8.9)

η =
1
4

(8.10)

となる。ただし、dはモデルの次元を表すので、ここでは d = 2である。
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また、それぞれの臨界指数の定義は、

C ∝
∣∣∣∣1 − Tc

T

∣∣∣∣−α

(T > Tc) (8.11)

M ∝
∣∣∣∣1 − Tc

T

∣∣∣∣β (T < Tc) (8.12)

χ ∝
∣∣∣∣1 − Tc

T

∣∣∣∣−γ

(T > Tc) (8.13)

M ∝ |H| 1δ (T = Tc) (8.14)

ξ ∝
∣∣∣∣1 − Tc

T

∣∣∣∣−ν

(T > Tc) (8.15)

〈σiσi+r〉 ∝ r−d+2−η (T = Tc) (8.16)

となる。ただし、C は比熱、M は自発磁化、χは磁化率、H は磁場、ξ は相関距離、〈σiσi+r〉は距離 r だけ

離れたスピン間の相関関数である。よって、２次元 Isingモデルの臨界指数をまとめると、表 7となる。

表 7 ２次元 Isingモデルの臨界指数

臨界指数 α β γ δ ν η

２次元 Isingモデル 0 1
8

7
4 15 1 1

4

最後に今後の展望について述べる。今回は無限系のみ評価を行った。有限系を考えるためには Helmholtz

の自由エネルギーを求める際、第２量子化による方法では (3.3.35)において、和を積分に変えるのではなく和

をそのまま実行すればよい。また、dimer統計を用いる方法では 6NM × 6NM の行列 A1、A2、A3、A4 の

行列式を実際に計算すればよい。しかし、どちらの場合も計算量が多くなる上に、このままでは解析的な表式

で表すのは困難である。このため、有限系の評価を行うためには別の方法を考える必要があり、今後の課題と

なる。

また、本論文では１次元、２次元 (外場なし)の Isingモデルを扱ったが、３次元 Isingモデルおよび、外場

が存在する２次元 Isingモデルの厳密解は現在までに得られていない。そのため、これらの系を扱うためには

数値計算による解析を行う必要がある。これも今後の課題となる。
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付録 A exp[aσi] = I cosh a + σi sinh aの証明

Aは直交行列 U により対角化されるとすると、

U−1 exp[A]U = exp[U−1AU ] (付録 A.1)

という関係が成立することを示す。

証明）exp[A]は、

exp[A] =
∞∑

n=0

1
n!

An (付録 A.2)

と展開できる。これより、

U−1 exp[A]U = U−1
∞∑

n=0

1
n!

AnU

=
∞∑

n=0

1
n!

U−1AnU

=
∞∑

n=0

1
n!

U−1

n︷ ︸︸ ︷
AA · · ·AU

=
∞∑

n=0

1
n!

U−1AUU−1AUU−1A · · ·AUU−1AU

=
∞∑

n=0

1
n!

(U−1AU)n

= exp[U−1AU ] (付録 A.3)

となる。（証明終）

この関係を用いて σx、σy、σz のそれぞれの場合について考える。

• σx =

(
0 1

1 0

)
の場合

固有値は ±1であるから、それぞれの規格化された固有空間は、

W (1;σx) =
1√
2

(
1
1

)
(付録 A.4)

W (−1;σx) =
1√
2

(
1
−1

)
(付録 A.5)

となる。これより、直交行列 U およびその逆行列 U−1 は、

U =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
(付録 A.6)

U−1 =
√

2
(

1/2 1/2
1/2 −1/2

)
(付録 A.7)
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となる。つまり、σx を対角化すると、

U−1σxU =
(

1/2 1/2
1/2 −1/2

)(
0 1
1 0

)(
1 1
1 −1

)
=

(
1 0
0 −1

)
(付録 A.8)

となる。したがって、(付録 A.1)式を用いると、

exp[aσx] = U exp
[
U−1aσxU

]
U−1 (付録 A.9)

=
(

1 1
1 −1

)(
ea 0
0 e−a

)(
1/2 1/2
1/2 −1/2

)
=

(
cosh a sinh a
sinh a cosh a

)
(付録 A.10)

= I cosh a + σx sinh a (付録 A.11)

となり、σx は与式を満たしていることがわかる。

• σy =

(
0 −i

i 0

)
の場合

固有値は ±1であるから、それぞれの規格化された固有空間は、

W (1;σy) =
1√
2

(
1
−i

)
(付録 A.12)

W (−1;σy) =
1√
2

(
1
i

)
(付録 A.13)

となる。これより、直交行列 U およびその逆行列 U−1 は、

U =
1√
2

(
1 1
−i i

)
(付録 A.14)

U−1 =
√

2
(

1/2 i/2
1/2 −i/2

)
(付録 A.15)

と表せる。つまり、σy を対角化すると、

U−1σyU =
(

1/2 i/2
1/2 −i/2

)(
0 −i
i 0

)(
1 1
−i i

)
=

(
1 0
0 −1

)
(付録 A.16)

となる。したがって、(付録 A.1)式を用いると、

exp[aσy] = U exp
[
U−1aσyU

]
U−1 (付録 A.17)

=
(

1 1
−i i

) (
ea 0
0 e−a

)(
1/2 i/2
1/2 −i/2

)
=

(
cosh a −i sinh a
i sinh a cosh a

)
(付録 A.18)

= I cosh a + σy sinh a (付録 A.19)

となり、σy は与式を満たしていることがわかる。
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• σz =

(
1 0

0 −1

)
の場合

σz は既に対角行列であるから、

exp[aσz] =
(

ea 0
0 e−a

)
=

(
cosh a + sinh a 0

0 cosh a − sinh a

)
= I cosh a + σz sinh a (付録 A.20)

となり、σz は与式を満たしていることがわかる。

したがって、i = x, y, z において、

exp[aσi] = I cosh a + σi sinh a (付録 A.21)

= cosh a(I + σi tanh a) (付録 A.22)

が成立していることがわかる。

また、この関係は exp[aσi]を単にテイラー展開することによっても示すことができる。実際にテイラー展

開すると、

exp[aσi] = 1 + aσi +
a2

2!
(σi)2 +

a3

3!
(σi)3 + · · ·

= I(1 +
a2

2!
+ · · · ) + σi(a +

a3

3!
+ · · · )

= I cosh a + σi sinh a (付録 A.23)

となる。ただし、(σi)2 = I となることを用いた。

付録 B eiπS+S−
= eiπσ+σ−

= −2Sz の証明

まず、~ = 1とする単位系においてスピン 1/2のスピン演算子は、

Sx =
1
2

(
0 1
1 0

)
(付録 B.1)

Sy =
1
2

(
0 −i
i 0

)
(付録 B.2)

Sz =
1
2

(
1 0
0 −1

)
(付録 B.3)

である。これより、昇降演算子 S± は、

S+ = Sx + iS− =
(

0 1
0 0

)
(付録 B.4)

S− = Sx − iS− =
(

0 0
1 0

)
(付録 B.5)
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となる。つまり、

S+S− =
(

0 1
0 0

)(
0 0
1 0

)
=

(
1 0
0 0

)
(付録 B.6)

となるため、

eiπS+S−
=

(
eiπ 0
0 e0

)
=

(
−1 0
0 1

)
= −2Sz (付録 B.7)

となる。

また、

σ± =
1
2
(σx ± iσy) = Sx ± iSy = S± (付録 B.8)

であるから、

eiπσ+σ−
= −2Sz (付録 B.9)

となることもわかる。

付録 C スピン演算子の性質

スピン 1/2の昇降演算子 S±
j は、

[S±
j , S±

j′ ] = 0 (j 6= j′) (付録 C.1)

{S+
j , S−

j }+ = 1 (付録 C.2)

(S+
j )2 = (S−

j )2 = 0 (付録 C.3)

を満たすことが知られている。ここで、

aj ≡ (−2)j−1Sz
1Sz

2 · · ·Sz
j−1S

−
j (付録 C.4)

a†
j ≡ (−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
+
j (付録 C.5)

と定義される演算子について考えることとする。これは (付録 B.9)より、

aj = exp

(
iπ

j−1∑
i=1

σ+
i σ−

i

)
σ−

j (付録 C.6)

a†
j = exp

(
iπ

j−1∑
i=1

σ+
i σ−

i

)
σ+

j (付録 C.7)

と書くこともできる。これより、aj、a†
j の性質は、

{aj , a
†
j′}+ = δjj′ (付録 C.8)

{aj , aj′}+ = {a†
j , a

†
j′}+ = 0　 (付録 C.9)

となる。これについて証明する。

証明）Sx、Sy、Sz はスピンが 1/2のスピン演算子であるから、

{Sx
j , Sy

j }+ = {Sy
j , Sx

j }+ = {Sz
j , Sx

j }+ = 0 (付録 C.10)
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という関係が成立している。これより、

{Sz
j , S+

j }+ = {Sz
j , Sx

j + iSy
j }+

= {Sz
j , Sx

j }+ + i{Sz
j , Sy

j }+

= 0 (付録 C.11)

{Sz
j , S−

j }+ = {Sz
j , Sx

j − iSy
j }+

= {Sz
j , Sx

j }+ − i{Sz
j , Sy

j }+

= 0 (付録 C.12)

となる。

まず、(付録 C.8)について考えることとする。j = j′ の場合は、

{aj , a
†
j}+ =

{
(−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
−
j , (−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
+
j

}
+

= (−2)2(j−1)(Sz
1Sz

2 · · ·Sz
j−1S

−
j Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
+
j + Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
+
j Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
−
j )

= (−2)2(j−1)(Sz
1 )2(Sz

2 )2 · · · (Sz
j−1)

2(S−
j S+

j + S+
j S−

j )

= {S+
j , S−

j }+

= 1 (付録 C.13)

となる。また、j 6= j′(j > j′)の場合は、

{aj , a
†
j′}+ =

{
(−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
−
j , (−2)j′−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j′−1S
′+
j

}
+

= (−2)j+j′−2(Sz
1Sz

2 · · ·Sz
j−1S

−
j Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j′−1S
′+
j + Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j′−1S
′+
j Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
−
j )

= (−2)j−j′
(Sz

j′Sz
j′+1 · · ·Sz

j−1S
−
j S+

j′ + S+
j′S

z
j′Sz

j′+1 · · ·Sz
j−1S

−
j )

= (−2)j−j′
{Sz

j′ , S+
j′}+Sz

j′+1 · · ·Sz
j−1S

−
j

= 0 (付録 C.14)

となる。j 6= j′(j < j′)の場合も同様に示すことができるので (付録 C.8)は示すことができた。

次に、(付録 C.9)について考えることとする。j = j′ の場合は、

{aj , aj}+ =
{
(−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
−
j , (−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
−
j

}
+

= 2(S−
j )2

= 0 (付録 C.15)

{a†
j , a

†
j}+ =

{
(−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
+
j , (−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
+
j

}
+

= 2(S+
j )2

= 0 (付録 C.16)

となる。
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また、j 6= j′(j > j′)の場合は、

{aj , a
′
j}+ =

{
(−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
−
j , (−2)j′−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j′−1S
′−
j

}
+

= (−2)j−j′
{Sz

j′ , S−
j′}+Sz

j′+1 · · ·Sz
j−1S

−
j

= 0 (付録 C.17)

{a†
j , a

†
j′}+ =

{
(−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
+
j , (−2)j′−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j′−1S
′+
j

}
+

= (−2)j−j′
{Sz

j′ , S+
j′}+Sz

j′+1 · · ·Sz
j−1S

+
j

= 0 (付録 C.18)

となる。j 6= j′(j < j′)の場合も同様に示すことができるので (付録 C.9)は示すことができる。（証明終）

これより、a†
j、aj はフェルミ粒子の生成、消滅演算子となっていることがわかり、(付録 C.4)、(付録 C.5)

または (付録 C.6)、(付録 C.7)とおくことによりスピン 1/2のスピン演算子がフェルミ演算子に変換される。

これを Jordan-Wigner変換という。

ここで、a†
jaj の値は、

a†
jaj = (−2)2(j−1)Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
+
j Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1S
−
j

= (−2)2(j−1)(Sz
1 )2(Sz

2 )2 · · · (Sz
j−1)

2S+
j S−

j

= S+
j S−

j ≡ nj (付録 C.19)

となる。ただし、(Sz
j )2 = 1/4となることを利用した。ここで、

S+
j S−

j =
(

1 0
0 0

)
(付録 C.20)

であるから、S+
j S−

j の固有値は 0または 1である。したがって、nj = a†
jaj も 0または 1の値をとる。ここ

で、(付録 C.4)、(付録 C.5)に Sz
1Sz

2 · · ·Sz
j−1 を演算すると、

S−
j = (−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1aj (付録 C.21)

S+
j = (−2)j−1Sz

1Sz
2 · · ·Sz

j−1a
†
j (付録 C.22)

となり、Sz
j は、

Sz
j =

1
2

(
1 0
0 −1

)
=

(
1 0
0 0

)
− 1

2

(
1 0
0 1

)
= S+

j S−
j − 1

2

= nj −
1
2

(付録 C.23)
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となるから、

S−
j = (−2)j−1

(
n1 −

1
2

)(
n2 −

1
2

)
· · ·

(
nj−1 −

1
2

)
aj

= (1 − 2n1)(1 − 2n2) · · · (1 − 2nj−1)aj (付録 C.24)

S+
j = (−2)j−1

(
n1 −

1
2

)(
n2 −

1
2

)
· · ·

(
nj−1 −

1
2

)
a†

j

= (1 − 2n1)(1 − 2n2) · · · (1 − 2nj−1)a
†
j (付録 C.25)

となる。ただし、nj = 0, 1であるから、

(1 − 2nj)2 = 1 (付録 C.26)

となる。

次に境界条件について考えることとする。まず、(付録 C.8)、(付録 C.9)より、

aja
†
j + a†

jaj = 1 (付録 C.27)

(aj)2 = ajaj = 0 (付録 C.28)

(a†
j)

2 = a†
ja

†
j = 0 (付録 C.29)

である。これより、j 6= N のとき、

S+
j S−

j+1 = a†
j(1 − 2nj)aj+1

= a†
jaj+1 − 2a†

ja
†
jajaj+1

= a†
jaj+1 (付録 C.30)

S−
j S+

j+1 = aj(1 − 2nj)a
†
j+1

= aja
†
j+1 − 2aja

†
jaja

†
j+1

= aja
†
j+1 − 2(1 − a†

jaj)aja
†
j+1

= −aja
†
j+1 + 2a†

jajaja
†
j+1

= −aja
†
j+1 = a†

j+1aj (付録 C.31)

S+
j S+

j+1 = aj(1 − 2nj)aj+1

= ajaj+1 − 2aja
†
jajaj+1

= ajaj+1 − 2aj

(
1 − aja

†
j

)
aj+1

= −ajaj+1 = aj+1aj (付録 C.32)

S−
j S−

j+1 = a†
j(1 − 2nj)a

†
j+1

= a†
ja

†
j+1 − 2a†

ja
†
jaja

†
j+1

= a†
ja

†
j+1 (付録 C.33)

となる。また、

Sx
j =

1
2

(
S+

j + S−
j

)
(付録 C.34)

Sy
j =

1
2i

(
S+

j − S−
j

)
(付録 C.35)
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であるから、(付録 C.30)～(付録 C.33)を用いると、

Sx
j Sx

j+1 =
1
4

(
S+

j + S−
j

) (
S+

j+1 + S−
j+1

)
=

1
4

(
S+

j S+
j+1 + S+

j S−
j+1 + S−

j S+
j+1 + S−

j S−
j+1

)
=

1
4

(
−ajaj+1 + a†

jaj+1 − aja
†
j+1 + a†

ja
†
j+1

)
=

1
4

(
a†

j − aj

)(
a†

j+1 + aj+1

)
(付録 C.36)

Sy
j Sy

j+1 = −1
4

(
S+

j − S−
j

) (
S+

j+1 − S−
j+1

)
= −1

4
(
S+

j S+
j+1 − S+

j S−
j+1 − S−

j S+
j+1 + S−

j S−
j+1

)
= −1

4

(
−ajaj+1 − a†

jaj+1 + aja
†
j+1 + a†

ja
†
j+1

)
= −1

4

(
a†

j + aj

)(
a†

j+1 − aj+1

)
(付録 C.37)

となる。 また、

Sz
j Sz

j+1 =
(

nj −
1
2

)(
nj+1 −

1
2

)
= njnj+1 −

1
2
(nj + nj+1) +

1
4

(付録 C.38)

である。 ここで、境界条件が、

SN+1 = S1 (付録 C.39)

の場合を考えると、

S+
NS−

1 = (1 − 2n1) · · · (1 − 2nN−1)a
†
Na1

= (1 − 2n1) · · · (1 − 2nN−1)(1 − 2nN )2a†
Na1

= (−)N (1 − 2nN )a†
Na1

= (−)N
(
a†

Na1 − 2a†
NaNa†

Na1

)
= (−)N

{
a†

Na1 − 2a†
N

(
1 − a†

NaN

)
a1

}
= −(−)N a†

Na1 (付録 C.40)

S−
NS+

1 = (1 − 2n1) · · · (1 − 2nN−1)aNa†
1

= (1 − 2n1) · · · (1 − 2nN−1)(1 − 2nN )2aNa†
1

= (−)N (1 − 2nN )aNa†
1

= (−)N
(
aNa†

1 − 2a†
NaNaNa†

1

)
= (−)N aNa†

1 (付録 C.41)
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S+
NS+

1 = (1 − 2n1) · · · (1 − 2nN−1)a
†
Na†

1

= (1 − 2n1) · · · (1 − 2nN−1)(1 − 2nN )2a†
Na†

1

= (−)N (1 − 2nN )a†
Na†

1

= (−)N
(
a†

Na†
1 − 2a†

NaNa†
Na†

1

)
= (−)N

{
a†

Na†
1 − 2a†

N

(
1 − a†

NaN

)
a†
1

}
= −(−)N a†

Na†
1 (付録 C.42)

S−
NS−

1 = (1 − 2n1) · · · (1 − 2nN−1)aNa1

= (1 − 2n1) · · · (1 − 2nN−1)(1 − 2nN )2aNa1

= (−)N (1 − 2nN )aNa1

= (−)N
(
aNa1 − 2a†

NaNaNa1

)
= (−)N aNa1 (付録 C.43)

となる。これらを用いると、

Sx
NSx

1 =
1
4

(
S+

NS+
1 + S+

NS−
1 + S−

NS+
1 + S−

NS−
1

)
=

1
4
(−)N

(
−a†

Na†
1 − a†

Na1 + aNa†
1 + aNa1

)
= −1

4
(−)N

(
a†

N − aN

)(
a†
1 + a1

)
(付録 C.44)

Sy
NSy

1 = −1
4

(
S+

NS+
1 − S+

NS−
1 − S−

NS+
1 + S−

NS−
1

)
= −1

4
(−)N

(
−a†

Na†
1 + a†

Na1 − aNa†
1 + aNa1

)
=

1
4
(−)N

(
a†

N + aN

)(
a†
1 − a1

)
(付録 C.45)

となる。ただし、

N =
N∑

j=1

S+
j S−

j =
N∑

j=1

nj (付録 C.46)

であり、

(−)N ≡ (1 − 2n1) · · · (1 − 2nN−1)(1 − 2nN ) (付録 C.47)

とおいた。つまり、N は上向き (励起状態)のスピンの個数である。したがって、N が偶数の場合 (−)N は

N が偶数 (上向きのスピンの個数が偶数個)の場合 +1となり、N が奇数 (上向きのスピンの個数が奇数個)

の場合 −1となる。

これより、

N∑
j=1

Sx
j Sx

j+1 =
N−1∑
j=1

1
4

(
a†

j − aj

)(
a†

j+1 + aj+1

)
− 1

4
(−)N

(
a†

N − aN

)(
a†
1 + a1

)
(付録 C.48)

N∑
j=1

Sy
j Sy

j+1 = −
N−1∑
j=1

1
4

(
a†

j + aj

)(
a†

j+1 − aj+1

)
+

1
4
(−)N

(
a†

N + aN

)(
a†
1 − a1

)
(付録 C.49)
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とかくことができる。このとき、

aN+1 = −a1 a†
N+1 = −a†

1 N が偶数のとき (付録 C.50)

aN+1 = a1 a†
N+1 = a†

1 N が奇数のとき (付録 C.51)

とすれば、境界の部分も和に入れることができ、

N∑
j=1

Sx
j Sx

j+1 =
1
4

N∑
j=1

(
a†

j − aj

)(
a†

j+1 + aj+1

)
(付録 C.52)

N∑
j=1

Sy
j Sy

j+1 = −1
4

N∑
j=1

(
a†

j + aj

)(
a†

j+1 − aj+1

)
(付録 C.53)

となる。したがって、

N∑
j=1

(
Sx

j Sx
j+1 + Sy

j Sy
j+1

)
=

1
4

N∑
j=1

{(
a†

j − aj

) (
a†

j+1 + aj+1

)
−

(
a†

j + aj

) (
a†

j+1 − aj+1

)}

=
1
2

N∑
j=1

(
a†

jaj+1 + a†
j+1aj

)
(付録 C.54)

となる。

付録 D Vq の評価

1) q が (3.2.15)をとる場合 (q = 0, π の項はなし)

このとき、

∑
m

a†
mam =

∑
m

1
M

∑
q,q′

ei(q′−q)mη†
qηq′ =

1
M

∑
q,q′

(∑
m

ei(q′−q)m

)
η†

qηq′ (付録 D.1)

となる。ここで、 ∑
m

ei(q′−q)m = Mδqq′ (付録 D.2)

となるから、 ∑
m

a†
mam =

1
M

∑
q,q′

Mδqq′η†
qηq′

=
∑

q

η†
qηq

=
∑

0≤q≤π

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
(付録 D.3)

となる。また、 ∑
0≤q≤π

=
M

2
(付録 D.4)

224



であるから、 ∑
m

= 2
∑

0≤q≤π

(付録 D.5)

となり、

V1 = (2 sinh 2K1)
M
2 exp

−2K∗
1

∑
0≤q≤π

(
η†

qηq + η†
−qη−q − 1

)
= (2 sinh 2K1)

M
2

∏
0≤q≤π

exp
[
−2K∗

1

(
η†

qηq + η†
−qη−q − 1

)]
(付録 D.6)

となる。

また、V2 は、

V2 = exp

[
K2

∑
m

(
a†

m − am

) (
a†

m+1 + am+1

)]

= exp

[
K2

∑
m

(
a†

ma†
m+1 + a†

mam+1 − ama†
m+1 − amam+1

)]
(付録 D.7)

となる。ここで、 ∑
m

a†
ma†

m+1 =
∑
m

1
M

eiπ/2
∑
q,q′

e−i(q+q′)me−iq′
η†

qη
†
q′

=
1
M

i
∑
q,q′

(∑
m

e−i(q+q′)m

)
e−iq′

η†
qη

†
q′

=
1
M

i
∑
q,q′

Mδq,−q′e−iq′
η†

qη
†
q′

= i
∑

q

eiqη†
qη

†
−q

= i
∑

0≤q≤π

(
eiqη†

qη
†
−q + e−iqη†

−qη
†
q

)
(付録 D.8)

∑
m

amam+1 =
∑
m

1
M

e−iπ/2
∑
q,q′

ei(q+q′)meiq′
ηqηq′

= − 1
M

i
∑
q,q′

(∑
m

ei(q+q′)m

)
eiq′

ηqηq′

= − 1
M

i
∑
q,q′

Mδq,−q′eiq′
ηqηq′

= −i
∑

q

e−iqηqη−q

= −i
∑

0≤q≤π

(
e−iqηqη−q + eiqη−qηq

)
(付録 D.9)

となるから、∑
m

(
a†

ma†
m+1 − amam+1

)
=

∑
0≤q≤π

i
{

eiq
(
η†

qη
†
−q + η−qηq

)
+ e−iq

(
η†
−qη

†
q + ηqη−q

)}
(付録 D.10)
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となる。ここで、ηq、η†
q′ は、

{ηq, η
†
q′}+ = δqq′ (付録 D.11)

{ηq, ηq′}+ = {η†
q , η

†
q′}+ = 0 (付録 D.12)

という関係を満たすので、

η†
qη

†
−q = −η†

−qη
†
q

η−qηq = −ηqη−q (付録 D.13)

となり、 ∑
m

(
a†

ma†
m+1 − amam+1

)
=

∑
0≤q≤π

(−i)
(
eiq − e−iq

) (
ηqη−q + η†

−qη
†
q

)
= 2

∑
0≤q≤π

sin q
(
ηqη−q + η†

−qη
†
q

)
(付録 D.14)

となる。

また、 ∑
m

a†
mam+1 =

∑
m

1
M

∑
q,q′

e−i(q−q′)meiq′
η†

qηq′

=
1
M

∑
q,q′

(∑
m

e−i(q−q′)m

)
eiq′

η†
qηq′

=
1
M

∑
q,q′

Mδq,q′eiq′
η†

qηq′

=
∑

q

eiqη†
qηq

=
∑

0≤q≤π

(
eiqη†

qηq + e−iqη†
−qη−q

)
(付録 D.15)

∑
m

ama†
m+1 = −

∑
m

a†
m+1am

= −
∑
m

1
M

∑
q,q′

e−i(q−q′)me−iqη†
qηq′

= − 1
M

∑
q,q′

(∑
m

e−i(q−q′)m

)
e−iqη†

qηq′

= − 1
M

∑
q,q′

Mδq,q′e−iqη†
qηq′

= −
∑

q

e−iqη†
qηq

= −
∑

0≤q≤π

(
e−iqη†

qηq + eiqη†
−qη−q

)
(付録 D.16)
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となるから、 ∑
m

(
a†

mam+1 − ama†
m+1

)
=

∑
0≤q≤π

(
eiq + e−iq

) (
η†

qηq + η†
−qη−q

)
= 2

∑
0≤q≤π

cos q
(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
(付録 D.17)

となる。したがって、V2 は、

V2 = exp

K2

∑
0≤q≤π

{
2 cos q

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
+ 2 sin q

(
ηqη−q + η†

−qη
†
q

)}
=

∏
0≤q≤π

exp
[
2K2

{
cos q

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
+ sin q

(
ηqη−q + η†

−qη
†
q

)}]
(付録 D.18)

となる。

よって、

V ± = (2 sinh 2K1)
M
2

∏
0≤q≤π

exp
[
K2

{
cos q

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
+ sin q

(
ηqη−q + η†

−qη
†
q

)}]
× exp

[
−2K∗

1

(
η†

qηq + η†
−qη−q − 1

)]
× exp

[
K2

{
cos q

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
+ sin q

(
ηqη−q + η†

−qη
†
q

)}]
(付録 D.19)

≡ (2 sinh 2K1)
M
2

∏
0≤q≤π

Vq (付録 D.20)

となる。ただし、

Vq = (V2q)
1
2 V1q(V2q)

1
2 (付録 D.21)

V1q = exp
[
−2K∗

1

(
η†

qηq + η†
−qη−q − 1

)]
(付録 D.22)

V2q = exp
[
2K2

{
cos q

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
+ sin q

(
ηqη−q + η†

−qη
†
q

)}]
(付録 D.23)

である。

2) q が (3.2.17)をとる場合 (q = 0, π の項あり)

このとき、 ∑
m

a†
mam =

∑
m

1
M

∑
q,q′ 6=0,π

ei(q′−q)mη†
qηq′ +

∑
m

1
M

η†
0η0 +

∑
m

1
M

η†
πηπ

=
∑

0<q<π

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
+ η†

0η0 + η†
πηπ (付録 D.24)

となる。ただし、
∑

0<q<π は 0、π 以外の q についての和を表すこととする。すると、∑
0<q<π

=
M − 2

2
(付録 D.25)

となるので、 ∑
m

1
2

=
M

2
=

∑
0<q<π

+1 (付録 D.26)
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となる。したがって、∑
m

(
a†

mam − 1
2

)
=

∑
0<q<π

(
η†

qηq + η†
−qη−q − 1

)
+ η†

0η0 + η†
πηπ − 1 (付録 D.27)

となる。よって、V1 は、

V1 = (2 sinh 2K1)
M
2 exp

[
−2K∗

1

{ ∑
0<q<π

(
η†

qηq + η†
−qη−q − 1

)
+ η†

0η0 + η†
πηπ − 1

}]
≡ (2 sinh 2K1)

M
2

∏
0≤q≤π

V1q (付録 D.28)

となる。ただし、
∏

0≤q≤π は 0、π も含めた q のすべての値の積に関してとるものとする。また。

V1q = exp
[
−2K∗

1

(
η†

qηq + η†
−qη−q − 1

)]
(q 6= 0, π) (付録 D.29)

　 V10 = exp
[
−2K∗

1

(
η†
0η0 −

1
2

)]
(付録 D.30)

V1π = exp
[
−2K∗

1

(
η†

πηπ − 1
2

)]
(付録 D.31)

である。

次に、∑
m

a†
ma†

m+1 =
∑
m

1
M

eiπ/2
∑

q,q′ 6=0,π

e−i(q+q′)me−iq′
η†

qη
†
q′ +

∑
m

1
M

eiπ/2η†
0η

†
0 +

∑
m

1
M

eiπ/2e−2πime−iπη†
πη†

π

= i
∑

0<q<π

(
eiqη†

qη
†
−q + e−iqη†

−qη
†
q

)
(付録 D.32)

となる。ただし、

{η†
0, η

†
0}+ = 2η†

0η
†
0 = 0 (付録 D.33)

{η†
π, η†

π}+ = 2η†
πη†

π = 0 (付録 D.34)

となることを用いた。また、∑
m

amam+1 =
∑
m

1
M

e−iπ/2
∑

q,q′ 6=0,π

ei(q+q′)meiq′
ηqηq′ +

∑
m

1
M

e−iπ/2η0η0 +
∑
m

1
M

e−iπ/2e2πimeiπηπηπ

= −i
∑

0<q<π

(e−iqηqη−q + eiqη−qηq) (付録 D.35)

となる。ただし、

{η0, η0}+ = 2η0η0 = 0 (付録 D.36)

{ηπ, ηπ}+ = 2ηπηπ = 0 (付録 D.37)

となることを用いた。
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また、 ∑
m

a†
mam+1 =

∑
m

1
M

∑
q,q′ 6=0,π

e−i(q−q′)meiq′
η†

qηq′ +
∑
m

1
M

η†
0η0 +

∑
m

1
M

e−iπη†
πηπ

=
∑

0<q<π

(
eiqη†

qηq + e−iqη†
−qη−q

)
+ η†

0η0 − η†
πηπ (付録 D.38)

∑
m

ama†
m+1 = −

∑
m

a†
m+1am

= −
∑
m

1
M

∑
q,q′ 6=0,π

e−i(q−q′)me−iqη†
qηq′ −

∑
m

1
M

η†
0η0 −

∑
m

1
M

eiπη†
πηπ

= −
∑

0<q<π

(
e−iqη†

qηq + eiqη†
−qη−q

)
− η†

0η0 + η†
πηπ (付録 D.39)

となる。すなわち、

V2 = exp
[
K2

{
i

∑
0<q<π

(
eiqη†

qη
†
−q + e−iqη†

−qη
†
q

)
+

∑
0<q<π

(
eiqη†

qηq + e−iqη†
−qη−q

)
+ η†

0η0 − η†
πηπ

+
∑

0<q<π

(
e−iqη†

qηq + eiqη†
−qη−q

)
+ η†

0η0 − η†
πηπ + i

∑
0<q<π

(
e−iqηqη−q + eiqη−qηq

)}]
(付録 D.40)

= exp

[
K2

∑
0<q<π

{
2 cos q

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
+ 2 sin q

(
ηqη−q + η†

−qη
†
q

)}
+ 2K2

(
η†
0η0 −

1
2

)
− 2K2

(
η†

πηπ − 1
2

)]
≡

∏
0≤q≤π

V2q (付録 D.41)

となる。ただし、
∏

0≤q≤π は 0、π も含めた q のすべての値の積に関してとるものとする。また、

V2q = exp
[
2K2{cos q(η†

qηq + η†
−qη−q) + sin q(ηqη−q + η†

−qη
†
q)

]
(付録 D.42)

V20 = exp
[
2K2(η

†
0η0 −

1
2
)
]

(付録 D.43)

V2π = exp
[
−2K2(η†

πηπ − 1
2
)
]

(付録 D.44)

となる。

したがって、V ± は、

V ± = (2 sinh 2K1)
M
2

∏
0≤q≤π

Vq (付録 D.45)

となる。ただし、

Vq = (V2q)
1
2 V1q(V2q)

1
2 (付録 D.46)

V1q = exp
[
−2K∗

1

(
η†

qηq + η†
−qη−q − 1

)]
(付録 D.47)

V2q = exp
[
2K2

{
cos q

(
η†

qηq + η†
−qη−q

)
+ sin q

(
ηqη−q + η†

−qη
†
q

)}]
(付録 D.48)

V0 = exp
[
−2(K∗

1 − K2)
(

η†
0η0 −

1
2

)]
(付録 D.49)

Vπ = exp
[
−2(K∗

1 + K2)
(

η†
πηπ − 1

2

)]
(付録 D.50)

である。
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付録 E 恒等式
∫ π

0 ln(2 cosh ε − 2 cos x)dx = πεの導出

まず、 ∫ π

0

ln(a + b cos x)dx = π ln a +
∫ π

0

ln(1 + c cos x)dx (付録 E.1)

という積分について考えることとする。ただし、

−1 < c ≡ b

a
< 1 (付録 E.2)

であるとする。ここで、(付録 E.1)の右辺第二項を、

I(c) ≡
∫ π

0

ln(1 + c cos x)dx (付録 E.3)

とおく。これを cで１階微分すると、

∂I(c)
∂c

=
∫ π

0

cos x

1 + c cos x
dx

=
∫ π

0

cos x(1 − c cos x)
1 − c2 cos2 x

dx

=
∫ π

0

cos x

1 − c2 cos2 x
dx +

∫ π

0

−c cos2 x

1 − c2 cos2 x
dx (付録 E.4)

となるが、 ∫ π

0

cos x

1 − c2 cos2 x
dx = 0 (付録 E.5)∫ π

0

−c cos2 x

1 − c2 cos2 x
dx = 2

∫ π
2

0

−c cos2 x

1 − c2 cos2 x
dx (付録 E.6)

となるため、

∂I(c)
∂c

= 2
∫ π

2

0

−c cos2 x

1 − c2 cos2 x
dx

=
2
c

∫ π
2

0

−c2 cos2 x

1 − c2 cos2 x
dx

=
2
c

∫ π
2

0

(
1 − 1

1 − c2 cos2 x

)
dx

=
π

c
− 2

c

∫ π
2

0

1
1 − c2 cos2 x

dx (付録 E.7)

となる。次にこの式の右辺第二項の積分を、

I1(c) ≡
∫ π

2

0

1
1 − c2 cos2 x

dx (付録 E.8)

とおく。この積分を解くために、

tanx = y (付録 E.9)
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と変数変換すると、

1
cos2 x

dx = dy (付録 E.10)

となる。また積分区間は、

x 0 → π
2

y 0 → ∞

となる。よって、

I1(c) =
∫ ∞

0

cos2 x

1 − c2 cos2 x
dy

=
∫ ∞

0

1
1/ cos2 x − c2

dy (付録 E.11)

となるが、

1
cos2 x

= 1 + tan2 x = 1 + y2 (付録 E.12)

となるため、

I1(c) =
∫ ∞

0

1
y2 + 1 − c2

dy

=
1

1 − c2

∫ ∞

0

1

1 +
(

y√
1−c2

)2 dy (付録 E.13)

となる。ここで、

Y =
y√

1 − c2
(付録 E.14)

と変数変換すると、

I1(c) =
√

1 − c2

1 − c2

∫ ∞

0

1
1 + Y 2

dY

=
1√

1 − c2

[
tanh−1 Y

]∞
0

=
1√

1 − c2

π

2
(付録 E.15)

となる。したがって、

∂I(c)
∂c

=
π

c
− 2

c

1√
1 − c2

π

2

=
π

c

(
1 − 1√

1 − c2

)
(付録 E.16)

となる。これより、

I(c) = π

∫ c

0

1
c

(
1 − 1√

1 − c2

)
dc (付録 E.17)
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となる。この右辺の積分を解くために、

t =
√

1 − c2 (付録 E.18)

と変数変換すると、

dc = − t√
1 − t2

dt (付録 E.19)

となる。また積分区間は、

c 0 → c

t 1 →
√

1 − c2

となる。よって、

I(c) = π

∫ √
1−c2

1

1√
1 − t2

(
1 − 1

t

)(
− t√

1 − t2

)
dt

= π

∫ √
1−c2

1

1
1 − t2

(1 − t)dt

= π

∫ √
1−c2

1

1
1 + t

dt

= π [ln(1 + t)]
√

1−c2

1

= π ln
[
1
2

(
1 +

√
1 − c2

)]
(付録 E.20)

となる。

これより、 ∫ π

0

ln(a + b cos x)dx = π ln a + π ln
[
1
2

(
1 +

√
1 − c2

)]
= π ln

[
1
2

(
a +

√
a2 − b2

)]
(付録 E.21)

となる。ここで、

a = 2 cosh ε (付録 E.22)

b = −2 (付録 E.23)

とおくと、 √
a2 − b2 = 2

√
cosh2 ε − 1

= 2 sinh ε (付録 E.24)

となるから、

ln
[
1
2

(
a +

√
a2 − b2

)]
= ln

[
1
2
(2 cosh ε + 2 sinh ε)

]
= ln eε = ε (付録 E.25)

となる。よって、恒等式、 ∫ π

0

ln(2 cosh ε − 2 cos x)dx = πε (付録 E.26)

が導かれる。
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付録 F dK(k)
dk について

K(k)を k で微分すると、

dK(k)
dk

= k−1k′−2
[
E(k) − k′2K(k)

]
(付録 F.1)

という関係が成立する。

証明） まず、

∆ ≡ (1 − k2 sin2 φ)
1
2 (付録 F.2)

とおくと、

sin2 φ = k−2(1 − ∆2) (付録 F.3)

となる。これより、K(k)は、

K(k) =
∫ π

2

0

dφ

(1 − k2 sin2 φ)
1
2

=
∫ π

2

0

∆−1dφ (付録 F.4)

り、k で１階微分したものは、

dK(k)
dk

=
∫ π

2

0

k sin2 φ

(1 − k2 sin2 φ)
3
2
dφ = k−1

∫ π
2

0

[
∆−3 − ∆−1

]
dφ = k−1

∫ π
2

0

∆−3dφ − k−1K(k) (付録 F.5)

となる。この右辺第１項の積分を計算するために、 sin φ cos φ
∆ の φ微分を考える。ここで、

∂

∂φ
sinφ cos φ = cos2 φ − sin2 φ (付録 F.6)

∂

∂φ
∆ = −k2 sin φ cos φ

∆
(付録 F.7)

となるから、

∂

∂φ

sinφ cos φ

∆
=

(cos2 φ − sin2 φ)∆ + k2 sin2 φ cos2 φ∆−1

∆2

=
(cos2 φ − sin2 φ)(1 − k2 sin2 φ) + k2 sin2 φ cos2 φ

∆3

=
(1 − sin2 φ − sin2 φ)(1 − k2 sin2 φ) + k2 sin2 φ(1 − sin2 φ)

∆3

=
1 − 2 sin2 φ + k2 sin4 φ

∆3
(付録 F.8)

となる。 また、

∆4 = 1 − 2k2 sin2 φ + k4 sin4 φ (付録 F.9)

であるから、

1 − 2 sin2 φ + k2 sin4 φ = k−2∆4 − k−2 + 1 (付録 F.10)
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となる。ここで、

k′2 = 1 − k2 (付録 F.11)

とおくことにより、

∂

∂φ

sin φ cos φ

∆
=

k−2(∆4 − k′2)
∆3

(付録 F.12)

となる。これより、

∆−3 = k′−2∆ − k2k′−2 ∂

∂φ

sinφ cos φ

∆
(付録 F.13)

となり、これを φで積分すると、∫ π
2

0

∆−3dφ = k′−2

∫ π
2

0

∆dφ − k2k′−2

∫ π
2

0

∂

∂φ

sinφ cos φ

∆
dφ

= k′−2E(k) − k2k′−2

[
sinφ cos φ

∆

]π
2

0

= k′−2E(k) (付録 F.14)

となる。ただし、第２種完全楕円積分 E(k)が、

E(k) =
∫ π

2

0

(1 − k2 sin2 φ)
1
2 φ =

∫ π
2

0

∆dφ (付録 F.15)

となることを用いた。これより、

dK(k)
dk

= k−1k′−2E(k) − k−1K(k) = k−1k′−2
[
E(k) − k′2K(k)

]
(付録 F.16)

となる。（証明終）

付録 G 完全楕円積分の k → 1の極限の振る舞い

・第１種完全楕円積分K(k)の振る舞い

まず、

k′2 = 1 − k2 (付録 G.1)

とおくと、K(k)は、

K(k) =
∫ π

2

0

dφ

(1 − k2 sin2 φ)
1
2

=
∫ π

2

0

dφ

(cos2 φ + k′2 sin2 φ)
1
2

(付録 G.2)

と変形できる。ここで、

ε

|k′|
À 1 ,

1
ε
À 1 (ε ¿ 1) (付録 G.3)
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を満たす εを導入する。これを用いて、

K(k) =
∫ π

2

π
2 −ε

dφ

(cos2 φ + k′2 sin2 φ)
1
2

+
∫ π

2 −ε

0

dφ

(cos2 φ + k′2 sin2 φ)
1
2

(付録 G.4)

≡ I1 + I2 (付録 G.5)

と２つの積分にわける。

まず、I1 は、

φ =
1
2
π − t (付録 G.6)

と変数変換すると、

dφ = −dt (付録 G.7)

となる。また積分区間は、

φ π
2 − ε → π

2

t ε → 0

となる。よって、

I1 =
∫ 0

ε

−dt

{cos2( 1
2π − t

)
+k′2 sin2

(
1
2π − t )}

1
2

=
∫ ε

0

dt

(sin2 t + k′2 cos2 t)
1
2

(付録 G.8)

となる。ここで、ε ¿ 1であるから、t ¿ 1であり、

sin t ∼= t (付録 G.9)

cos t ∼= 1 (付録 G.10)

と近似すると、

I1
∼=

∫ ε

0

dt

(k′2 + t2)
1
2

=
[
ln

∣∣∣t +
√

t2 + k′2
∣∣∣]ε

0

= ln
ε +

√
ε2 + k′2

|k′|

= ln
ε

|k′|

(
1 +

√
1 + k′2/ε2

)
(付録 G.11)

となる。ここで、ε/|k′| À 1より、k′2/ε2 ¿ 1であるから、

I1
∼= ln

2ε

|k′|
(付録 G.12)

と近似できる。
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次に、I2 では φ < π
2 − εの範囲では、cos φに比べると k′ sinφは k′ が小さいので無視できる。よって、

I2
∼=

∫ π
2 −ε

0

dφ

cos φ

=

[
ln

∣∣∣∣∣1 + tan φ
2

1 − tan φ
2

∣∣∣∣∣
]π

2 −ε

0

= ln

∣∣∣∣∣1 + tan
(

π
4 − ε

2

)
1 − tan

(
π
4 − ε

2

) ∣∣∣∣∣ (付録 G.13)

となる。ここで、

tan
(π

4
− ε

2

)
=

1 − tan ε
2

1 + tan ε
2

∼=
1 − ε

2

1 + ε
2

(付録 G.14)

となる。よって、

I2
∼= ln

∣∣∣∣∣∣
1 + 1− ε

2
1+ ε

2

1 − 1− ε
2

1+ ε
2

∣∣∣∣∣∣ = ln
2
ε

(付録 G.15)

となる。

したがって、K(k)は k → 1の極限で、

K(k) ∼= ln
2ε

|k′|
+ ln

2
ε

= ln
4
|k′|

(付録 G.16)

と近似される。

・第２種完全楕円積分 E(k)の振る舞い

E(k)は k → 1で特異性は示さず、

E(k) =
∫ π

2

0

(1 − k2 sin2 φ)
1
2 dφ

∼=
∫ π

2

0

cos φdφ

= 1 (付録 G.17)

となる。

・第３種完全楕円積分 Π1(ν, k)の振る舞い

まず、

Π1(ν, k) =
∫ π

2

0

dφ

(1 + ν sin2 φ)(1 − k2 sin2 φ)
1
2

=
∫ π

2

0

dφ

(1 + ν)(1 − k2 sin2 φ)
1
2

+
∫ π

2

0

1
(1 − k2 sin2 φ)

1
2

(
1

1 + ν sin2 φ
− 1

1 + ν

)
dφ

=
1

1 + ν

∫ π
2

0

dφ

(1 − k2 sin2 φ)
1
2

+
ν

1 + ν

∫ π
2

0

cos2 φ

(1 + ν sin2 φ)(1 − k2 sin2 φ)
1
2
dφ (付録 G.18)

≡ 1
1 + ν

K(k) +
ν

1 + ν
I3 (付録 G.19)
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と変形できる。I3 は、k → 1の極限では、

I3
∼=

∫ π
2

0

cos φ

1 + ν sin2 φ
dφ (付録 G.20)

と近似できる。ここで、

ν
1
2 sinφ = t (付録 G.21)

と変数変換すると、

ν
1
2 cos φdφ = dt (付録 G.22)

となる。また積分区間は、

φ 0 → π
2

t 0 → ν
1
2

となる。よって、

I3
∼= ν− 1

2

∫ ν
1
2

0

dt

1 + t2
= ν− 1

2 tan−1 ν
1
2 (付録 G.23)

と近似される。

したがって、

Π1(ν, k) ∼=
1

1 + ν
ln

4
|k′|

+
ν

1
2

1 + ν
tan−1 ν

1
2 (付録 G.24)

と近似される。

付録 H ∂
∂kΠ1(ν, k)ついて

Π1(ν, k)を k で微分すると、

∂Π1(ν, k)
∂k

=
k

k2 + ν

[
k′−2E(k) − Π1(ν, k)

]
(付録 H.1)

という関係が成立する。

証明） Π1(ν, k)は、

Π1(ν, k) =
∫ π

2

0

1
(1 + ν sin2 φ)(1 − k2 sin2 φ)

1
2
dφ (付録 H.2)

であるから、これを k で微分すると、

∂Π1(ν, k)
∂k

= k

∫ π
2

0

sin2 φ

(1 + ν sin2 φ)(1 − k2 sin2 φ)
3
2
dφ

= k

∫ π
2

0

sin2 φ

(1 + ν sin2 φ)(1 − k2 sin2 φ)∆
dφ (付録 H.3)
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となる。 ただし、∆は (付録 F.2)で定義される。ここで、

sin2 φ

(1 + ν sin2 φ)(1 − k2 sin2 φ)
=

1
k2 + ν

(
1

1 − k2 sin2 φ
− 1

1 + ν sin2 φ

)
(付録 H.4)

となるから、

∂Π1(ν, k)
∂k

=
k

k2 + ν

∫ π
2

0

{
1

(1 − k2 sin2 φ)∆
− 1

(1 + ν sin2 φ)∆

}
dφ

=
k

k2 + ν

{∫ π
2

0

∆−3dφ −
∫ π

2

0

1
(1 + ν sin2 φ)(1 − k2 sin2 φ)

1
2
dφ

}

=
k

k2 + ν

[
k′−2E(k) − Π1(ν, k)

]
(付録 H.5)

となる。ただし、変形の途中で (付録 F.14)を用いた。（証明終）

付録 I ∂Π1(ν,k)
∂ν について

Π1(ν, k)を ν で微分すると、

∂Π1(ν, k)
∂ν

=
1

2(1 + ν)(1 + k2ν−1)

{(
k2

ν2
− 1

)
Π1(ν, k) − 1

ν2
(k2 + ν)K(k) − 1

ν
E(k)

}
(付録 I.1)

という関係が成立する。

証明） Π1(ν, k)を ν で微分すると、

∂Π1(ν, k)
∂ν

= −
∫ π

2

0

sin2 φ

(1 + ν sin2 φ)2∆
dφ

=
1
ν

∫ π
2

0

1
(1 + ν sin2 φ)2∆

dφ − 1
ν

∫ π
2

0

1
(1 + ν sin2 φ)∆

dφ

=
1
ν

∫ π
2

0

1
(1 + ν sin2 φ)2∆

dφ − 1
ν

Π1(ν, k) (付録 I.2)

となる。この右辺第１項の積分を計算するために、∆ sin φ cos φ
1+ν sin2 φ

の φ微分を考える。ここで、

∂

∂φ
(∆ sinφ cos φ) = sin φ cos φ

∂

∂φ
∆ + ∆(cos2 φ − sin2 φ)

= −k2

∆
sin2 φ cos2 φ + ∆(cos2 φ − sin2 φ) (付録 I.3)

∂

∂φ
(1 + ν sin2 φ) = 2ν sinφ cos φ (付録 I.4)

となるから、

∂

∂φ

∆sin φ cos φ

1 + ν sin2 φ
=

{
∆(cos2 φ − sin2 φ) − k2∆−1 sin2 φ cos2 φ

}
(1 + ν sin2 φ) − 2∆ν sin2 φ cos2 φ

(1 + ν sin2 φ)2

=

{
(1 − k2 sin2 φ)(1 − 2 sin2 φ) − k2 sin2 φ(1 − sin2 φ)

}
(1 + ν sin2 φ) − 2ν(1 − k2 sin2 φ) sin2 φ(1 − sin2 φ)

(1 + ν sin2 φ)2∆

=
1 − (2 + 2k2 + ν) sin2 φ + 3k2 sin4 φ + νk2 sin6 φ

(1 + ν sin2 φ)2∆
(付録 I.5)
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となる。まず、

(1 + ν sin2 φ)3 = 1 + 3ν sin2 φ + 3ν2 sin4 φ + ν3 sin6 φ (付録 I.6)

より、

νk2 sin6 φ = k2ν−2{(1 + ν sin2 φ)3 − 3ν2 sin4 φ − 3ν sin2 φ − 1} (付録 I.7)

となるので、

∂

∂φ

∆sin φ cos φ

1 + ν sin2 φ
=

k2ν−2(1 + ν sin2 φ)3 + 1 − k2ν−2 − (2 + 2k2 + ν + 3k2ν−1) sin2 φ

(1 + ν sin2 φ)2∆
(付録 I.8)

となる。また、

(2 + 2k2 + ν + 3k2ν−1) sin2 φ = {1 + 2ν−1(1 + k2) + 3k2ν−2}ν sin2 φ

= {1 + 2ν−1(1 + k2) + 3k2ν−2}(1 + ν sin2 φ) − {1 + 2ν−1(1 + k2) + 3k2ν−2}
(付録 I.9)

となるから、

∂

∂φ

∆sin φ cos φ

1 + ν sin2 φ

=
k2ν−2(1 + ν sin2 φ)3 + 1 − k2ν−2 − {1 + 2ν−1(1 + k2) + 3k2ν−2}(1 + ν sin2 φ) + {1 + 2ν−1(1 + k2) + 3k2ν−2}

(1 + ν sin2 φ)2∆

=
2(1 + ν−1)(1 + k2ν−1) − {1 + 2ν−1(1 + k2) + 3k2ν−2}(1 + ν sin2 φ) + k2ν−2(1 + ν sin2 φ)3

(1 + ν sin2 φ)2∆

=
2(1 + ν−1)(1 + k2ν−1)

(1 + ν sin2 φ)2∆
− 1 + 2ν−1(1 + k2) + 3k2ν−2

(1 + ν sin2 φ)∆
+

k2ν−2(1 + ν sin2 φ)
∆

(付録 I.10)

となる。この両辺を φで積分する。まず、左辺の積分は、∫ π
2

0

∂

∂φ

∆sin φ cos φ

1 + ν sin2 φ
dφ =

[
∆sin φ cos φ

1 + ν sin2 φ

]π
2

0

= 0 (付録 I.11)

となるから、

2(1 + ν−1)(1 + k2ν−1)
∫ π

2

0

1
(1 + ν sin2 φ)2∆

dφ

= [1 + 2ν−1(1 + k2) + 3k2ν−2]
∫ π

2

0

1
(1 + ν sin2 φ)∆

dφ − k2ν−2

∫ π
2

0

(1 + ν sin2 φ)
∆

dφ

= [1 + 2ν−1(1 + k2) + 3k2ν−2]Π1(ν, k) − ν−2

∫ π
2

0

k2 + ν − ν(1 − k2 sin2 φ)
∆

dφ

= [1 + 2ν−1(1 + k2) + 3k2ν−2]Π1(ν, k) − ν−2

[
(k2 + ν)

∫ π
2

0

∆−1dφ − ν

∫ π
2

0

∆dφ

]
= [1 + 2ν−1(1 + k2) + 3k2ν−2]Π1(ν, k) − ν−2

[
(k2 + ν)K(k) − νE(k)

]
(付録 I.12)

となる。よって、

∂Π1(ν, k)
∂ν

=
1
ν

1
2(1 + ν−1)(1 + k2ν−1)

{[
1 +

2
ν

(1 + k2) +
3k2

ν2

]
Π1(ν, k) − 1

ν2

[
(k2 + ν)K(k) − νE(k)

]}
− 1

ν
Π1(ν, k)

=
1

2(1 + ν)(1 + k2ν−1)

{(
k2

ν2
− 1

)
Π1(ν, k) − 1

ν2
(k2 + ν)K(k) − 1

ν
E(k)

}
(付録 I.13)

となる。（証明終）
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付録 J −iθ =
∑∞

n=1
(−1)n

n

(
einθ − e−inθ

)
の証明

f(θ)という関数を変数 nでフーリエ変換すると、

f(θ) =
∞∑

n=−∞
f̃(n)einθ (付録 J.1)

となる。また、逆変換は、

f̃(n) =
1
2π

∫ π

−π

f(θ)e−inθdθ (付録 J.2)

となる。ここで、f(θ) = θ の場合を考える。まず、n = 0の場合 f̃(0)は、

f̃(0) =
1
2π

∫ π

−π

θdθ

=
1
2π

[
1
2
θ2

]π

−π

= 0 (付録 J.3)

となる。また、n 6= 0の場合 f̃(n)は、

f̃(n) =
1
2π

∫ π

−π

θe−inθdθ

=
1
2π

[
θ

i

n
e−inθ

]π

−π

− 1
2π

i

n

∫ π

−π

e−inθdθ

=
1
2π

i

n

(
πe−inπ + πeinπ

)
=

i

n
cos nπ

=
i

n
(−1)n (付録 J.4)

となる。したがって、

θ =
∞∑

n=−∞

i

n
(−1)neinθ

= i
∞∑

n=1

(−1)n

n

(
einθ − e−inθ

)
(付録 J.5)

となる。ただし、１行目の和では n 6= 0で和をとるものとする。よって、

−iθ =
∞∑

n=1

(−1)n

n

(
einθ − e−inθ

)
(付録 J.6)

となる。
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